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Über die Kräfte und Momente, welche Singularitäten 
auf eine stationäre Flüssigkeitsströmung übertragen. 


Von Ernst Mohr in Breslau. 


Einleitung. 

1. In zwei grundlegenden Arbeiten hat Lagally !) zum ersten Male allgemein die 
Kräfte und Momente bestimmt, welche eine stationäre Flüssigkeitsströmung (unter ge- 
wissen Voraussetzungen) auf einen Körper bzw. umgekehrt dieser Körper auf die Flüssig- 
keit ausübt. Die Lösung gelingt ihm dadurch, daß er in bekannter Weise den Körper 
durch Singularitäten (Quellen, Dipole, Wirbel) ersetzt, die zusammen mit den übrigen 
Singularitäten der gegebenen Strömung in seine Endformeln für Kraft und Moment ein- 
gehen. Da hierbei der Körper gar nicht mehr auftritt, sondern nur noch das ihn ersetzende 
Singularitätensystem, so sieht man, daß die ganze Frage darauf hinausläuft, festzustellen, 
welche Kräfte und Momente solche Singularitäten auf die Flüssigkeitsströmung über- 
tragen, bzw. mit welchen Kräften und Momenten diese Singularitäten in der stationären 
Flüssigkeitsströmung festgehalten werden müssen. Erinnern wir rasch an zwei bekannte 
Beispiele, in denen die konstante Dichte = 1 angenommen ist ?): 

1. Liegt eine auf die kugelförmige Volumeinheit verschmiert gedachte Quelle der 
Ergiebigkeit div w = e in einer Parallelströmung {ll} vor (Fig. 1), so benötigt sie die 
Haltekraft 

(1) Sta = Udiv m. 

Man sieht, daß im Mittelpunkt der Kugel die Geschwindigkeit U herrscht, ein 


Resultat, das erhalten bleibt, wenn man das Quellgebiet immer mehr zusammenschrump- 
fen läßt, und daher auch noch für die punktförmige Quelle gilt; Fig. 1a. Es bildet sich 


Fig. 1. Fig. 1a. 












































dann eine Strömung mit einer Gleichgewichtsfläche, die einen sogenannten Halbkörper 
wie in Fig. 1a angedeutet, abgrenzt. Da jedem Teilchen bei seinem Eintritt in das Strö- 
mungsfeld die Geschwindigkeit U erteilt wird, pro sec aber Teilchen von der Gesamt- 





!) M. Lagally, Berechnung der Kräfte und Momente, die strömende Flüssigkeiten auf ihre Begrenzung ausüben, 
Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech. 2 (1922), S. 409-422. M. Lagally, Über den Druck einer strömenden Flüssigkeit 
auf eine geschlossene Fläche, Sitzungsberichte der bayr. Akad. d. Wissenschaften 1921, 5. 209—226. 

2) Vgl. hierzu Prandtl-Tietjens, Hydro- u. Aeromechanik 2, Berlin 1931, S. 137—139 u. 173—180. 
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masse e eintreten, so beträgt der sekundliche Transport an Bewegungsgröße ell, dem 
nach Newtons Grundgesetz der Mechanik eine gleichgroße Kraft auf den Quellpunkt 
entspricht. — Denkt man sich die Gleichgewichtsfläche starr und starr verbunden mit 
dem Quellpunkt, und das Ganze an einem Faden als Pendel aufgehängt, so wird dieses 
nur dann in Ruhe bleiben, wenn der Pendelkörper mit der Kraft Si, = ell festgehalten 
wird. — Es wird sich im folgenden als vorteilhaft erweisen, wenn wir in solcher Weise 
an Stelle der Impulstransporte die diesen entsprechenden Haltekräfte in die Rechnung 


einführen. 
2. Ist die Strömung eben, und statt der Quelle ein auf die Flächeneinheit verschmiert 
oedachter Wirbel von der Stärke | rot w | = T vorhanden (Fig. 2), so erfordert er pro 


Längeneinheit (gerechnet in der Richtung des Wirbelvektors 


rot iv), also in räumlicher Auffassung wieder pro Volumen- 
. _. UN einheit die Haltekraft 

















(2) =rotwx U 
—: (sog. Kuttasche Kraft). 
. Später hat Betz?) in einer schönen Arbeit die rein 


rechnerische Betrachtungsweise von Lagally durch eine physikalisch-anschauliche ersetzt, 
und auf spezielle Strömungen angewandt. 

Die folgende Untersuchung ist nun dadurch charakterisiert, daß in ihr konsequent 
der obenerwähnte Begriff der Haltekraft bzw. des Haltemomentes einer Singularität in 
den allgemeinen Betzschen Gedankengang eingeführt wird. Auf diese Weise lassen sich 
die Lagallyschen Formeln einfach begründen. Die Methode leistet jedoch noch mehr: 
Da sie direkt mit den Singularitäten operiert, ergibt sie, wenn man das den Körper er- 
setzende Singularitätensystem in besonderer Weise z. B. als auf der Oberfläche liegend 
wählt, für jeden solchen Fall besondere Formeln, z. B. solche, in denen im Gegensatz 
zu den Lagallyschen nur noch die Oberfläche selbst, jedoch nicht mehr das sie ersetzende 
Singularitätensystem in ihrem Innern auftritt. Hierzu ist es allerdings nötig, genauer 
auf das einen Körper ersetzende Singularitätensystem einzugehen, was in dem (etwas 
langen) vorbereitenden ersten Abschnitt geschieht. Schließlich läßt sich die Methode 
mit einer kleinen Abänderung im Falle der Momente auf ebene ir 7 übertragen, 
und führt dort zu analogen Ergebnissen. 


Erster Abschnitt. Das Singularitätensystem. 
$1. Quellen-, Dipol- und Wirbelflächen. 


2. Bezeichnungen und Voraussetzungen. In diesem Abschnitt ®) wollen wir die Theorie 
der Potentialströmungen in einer für uns passenden Form kurz und anschaulich fassen. 

Die Bezeichnungen sind die üblichen 5). x, y,2 (bzw. X,, X, 23) seien kartesische 
Koordinaten, i, j, £ (bzw. e,, €, €3) die zugehörigen Einheitsvektoren, O0 der Koordinaten- 
ursprung; a,b, iw,.... seien allgemeine Vektoren, ri. a. der (von einer als fest betrachteten 
Stelle gezogene) Ortsvektor, r seine Länge; wo ein Vektor, z. B. w, für ein ganzes Feld 
erklärt ist, werde dieses mit {tv} bezeichnet. Y (Nabla) ist der bekannte Differentiations- 

0 00 

vektor “ dt’ = für Vp (p Skalar), V- w und 7x tw schreiben wir oft auch grad g, 
div w und rot w. Ist a= (a, b, c), so bedeutet (a - V) den linearen Differentialoperator 


” A. Betz, Singularitätenverfahren zur Ermittlung der Kräfte und Momente auf Körper in Potentialströmun- 
gen, Ing.-Archiv 3 (1932), S. 465-462. 
*) Vgl. hierzu H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik (Deutsch von Elise Helly), 2. Aufl., Leipzig u. Berlin 
1931, S. 1—69 und $. 214—230. 
“ ) Siehe z.B. M. Lagally, Vektorrechnung, 2, Aufl., Leipzig 1934. 
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Br ee, 2 Eu e ce? ce ieh & 
a +b=-+cx:. A Ist der Laplacesche Operator ;+x,-+ 5. Wo ein Mib- 
0X oy 02 02° 0% 02 


verständnis möglich ist, wird die Stelle, an der die Operation 9 auszuführen ist, unter 
das Zeichen V gesetzt; ist z. B. r der Abstand der beiden Punkte 7, 0, so ist 
1 1 

V-=—-V-. 

r Fr oa fr 
Der von einem Punkt A nach einem anderen Punkt B gezogene Vektor wird mit AB 
bezeichnet. — ds, do, dt sind Längen-, Flächen- und Volumelemente. Ist eine Fläche F 
orientiert, so seien 1, t ihr allgemeiner normaler bzw. tangentieller (Einheits-)Vektor. 
Die beiden an F grenzenden Räume werden durch — und + unterschieden, die verschie- 
denen Seiten von F durch #7 und F”, und analog die Werte von evtl. dort existierenden 
skalaren und vektoriellen Größen, z. B., tw durch Anhängen der Zeichen — und + als 
oberer rechter Index, also z.B. t»= und iw*. Der Sprung, den eine solche Größe, z. DB. 


. r h) , . . - + 4 - 
iv, beim Durchgang durch F oder kurz an F erleidet, wird durch [w] = mw" — w 
bezeichnet. Falls F geschlossen ist, weist n stets nach außen; es ist do = den, do’ = — do. 
Wo Integrationsvariable bzw. -gebiete sich von selbst verstehen, lassen wir sie oft 


weg. — Die konstante Dichte sei = 1 gesetzt. 

3. Geschwindigkeitspotential. Ist die Strömung {m} in einem Gebiete drehungs-, 
wirbel-, oder im Kleinen zirkulationsfrei, d.h. dort rot w = 0, so existiert bekanntlich 
ein Geschwindigkeitspotential %, derart, daß tw = grad ı ist; p ist bis auf eine belang- 
lose additive Konstante gleich der Zirkulation längs irgendeiner Kurve, die von einem 
beliebigen aber festen Feldpunkt zu dem variablen Feldpunkt ? führt; längs einer 
Stromlinie nimmt also ı stets zu. Ist die Strömung überdies auch noch im Großen zirku- 
lationsfrei, so ist @ eindeutig; speziell ist also x in jedem einfach zusammenhängenden 
Gebiet eindeutig. Ist edie Quelldichte, d. h. div w = e, so erfüllt @ wegen div gradp = /\9 
die Poissonsche Gleichung 


(3) AÄgpy=e, 
die im Falle der Quellenfreiheit in die Laplacesche Gleichung 
(4) 


übergeht. Konstruiert man im letzten Falle die Stromröhren bzw. -linien und dıe dazu 
orthogonalen Niveauflächen @ = const., so gewinnt man ein anschauliches Bild der 
quellenfreien Potentialströmung {grad 9}; dabei strömt durch jeden (Querschnitt einer 
Stromröhre gleichviel Flüssigkeit (Kontinuitätsgleichung). 

4. Quellen und Dipole. Die wichtigste Potentialströmung ist die der punktförmigen 
Quelle, insofern als jede beliebige Potentialströmung durch lineare Überlagerung solcher 
Quellströmungen entstanden gedacht werden kann; das (eindeutige) Potential ist hier 


— el 


(5) r — 


wo r der Abstand vom Quellpunkt Q zum Aufpunkt P und e die Ergiebigkeit der Quelle ist. 
Läßt man zwei im Abstand a befindliche Quellen Q_ und Q, mit gleichgroßen entgegenge- 
setzten Ergiebigkeiten e_ und e, in den Mittelpunkt Q ihrer Verbindungslinie rücken, 
und steigert gleichzeitig ihre Ergiebigkeiten derart, daß das Produkt e; - a einem von 0 
verschiedenen Grenzwert m zustrebt, so erhält man eine Doppelquelle oder einen Dipol 


mit dem Potential 


An r 


(9 re ENT RE 
9%* 
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oder explizit 


(6a) , — mcos d 
’ a ne 
/ In nr 


In 


wo t den Einheitsvektor in der Richtung von Q_ nach Q,, = die Differentiation in Rich- 


tung t und d# den Winkel zwischen t und r = oP bedeutet; da durch m und t, d.h. also 
durch den Vektor d = mt der Dipol charakterisiert ist, so können wir für sein Potential 
auch schreiben: 


MM 1 SI 1 
(6b) yr (d y) z = (d V) u 
Schreiben wir im Falle der Quelle o an Stelle von r, so gilt mit 00 =AN, OP = t für 
r> a, wo a= |a|, die bekannte Reihenentwicklung ®) 
1 1 1 1 1 1 
7 HF. ZABIRR Br EEE 
(4 "dr Du ii A Sea TR, 


in welcher die Differentiation (a: 9) im Aufpunkt ? auszuführen ist; aus ihr folgen für 
die Potentiale einer in Q befindlichen Quelle e bzw. eines dort befindlichen Dipols d die 
Entwicklungen 


ei e 1 1 e 
Fi ar mV 
"It A A | 
u u 117,0 Wa VW) + 


Hat man zwei Quellen bzw. zwei Dipole, deren Größen jeweils durch die unteren 
Zeiger 1 und 2 voneinander unterschieden werden, so gewinnt man durch Addition der 
entsprechenden Entwicklungen die Formeln 





e, 1 si ou t+rai A 
a Ban u tetra —+ 
"IV omistn ni im nt 
at VI r M VI MTV 


die folgendes aussagen: Zwei Quellen wirken im Unendlichen (d.h. für große r) bis auf 


2 
u 


Glieder von höherer Ordnung als 2 


a) wie die zugehörige Schwerpunktsquelle der Stärke e, -/- e, in (e,a, + e20,)/(e, + £,), 
false, +, #0; 

b) sonst wie der Dipol e,a, + esa, in ©. 
Zwei Dipole wirken entsprechend im Unendlichen wie der Dipol d, + d, in ©. Hierbei 
dürfen wir den Fall b) offenbar als Grenzfall von a) auffassen. 


Das zu der Quelldichte e gehörige Geschwindigkeitspotential können wir nach 
(5) sofort zu 
_ [ed 
Pe) Gar 
angeben, und haben hierin die (eindeutige) Lösung der Poissonschen Gleichung (3). 
Die Geschwindigkeit im Aufpunkt beträgt 


(10) 


(11) Ben: — edt 


D) Vgl. Lense, Reihenentwicklung in der mathematischen Physik, Berlin u. Leipzig 1933, S. 84-85, und die 
erste unter !) zitierte Arbeit von Lagally, S. 417, Gl. (16). 
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eine Beziehung, die explizit die von einem Quellenfelde induzierte Geschwindigkeit wm 
angibt, und als die (im ganzen Raume) eindeutige Auflösung der Gleichung 

(12) dvpw=e rotw=(0 
bei gegebenem e anzusehen ist. 

Indem wir Quellen und Dipole stetig über Räume oder Flächen verteilen, kurz 
räumlich oder flächenhaft verschmieren, gelangen wir zu komplizierteren und wie schon 
erwähnt allgemeinsten Potentialströmungen. 

5. Quellenflächen. Seien, wie ın Fig. 3 angedeutet, über den Zwischenraum Z zweier 
paralleler Ebenen vom Abstand a Quellen mit der konstanten Dichte e (räumlich) ver- 
schmiert. Dann wird die Flüssigkeit senkrecht zu der gestrichelten Mittelebene nach 
beiden Seiten abströmen mit einer Geschwindigkeit, die von der Mittelebene bis zur 
Berandung von O auf einen Betrag » linear anwächst, um von da an konstant = » zu blei- 
ben. » ıst dadurch bestimmt, daß der Fluß durch das doppelt schraffierte Volumelerment 
dt = ade einerseits = e dr = eado, andererseits = 2vds ist: 

E 

5: 

Lassen wir a—>0 und gleichzeitig e— oo gehen, derart daß e a == const. = e bleibt, so 
erhalten wir eine mit der konstanten Flächendichte z belegte Quellebene 7 (Fig. 4). 


ivr=ea =. ı1- 





® = A Vv* 9 





F 6 


> u 


| 2 























Fig. 3. Fig. 4. 


Hieraus ergeben sich dıe charakteristischen Eigenschaften einer solchen Potential- 
strömung {grad 9}: 

1. Da während des Grenzüberganges a — 0 die Geschwindigkeit innerhalb Z stets 
endlich (in unserem Beispiel < 2 bleibt, so liefert einer der in Fig. 3 punktierten Wege 
für a—0 keinen Beitrag zur Zirkulation, d.h. zum Potential x; anders ausgedrückt: 
y ändert sich stetig beim Durchgang durch F. 

2. Da die Zirkulation längs des gezeichneten geschlossenen Weges = 0 sein muß 
(9 ıst eindeutig!) und die punktierten Wegstücke im Grenzfall keinen Beitrag liefern, 
so müssen sich die Beiträge der beiden anderen Strecken aufheben, d.h. die Tangential- 
geschwindigkeit iv, muß zu beiden Seiten gleich sein: 


(13) vw =hW. 
3. Dagegen ändert sich die Normalgeschwindigkeit iw, beim Durchgange durch F 


unstetig nach folgender Maßgabe: Die auf ein Flächenelement do = don entfallende 
Ergiebigkeit oder Quellmasse ist einerseits = edo, andererseits 


— tw" - do — mw” -do = [mw]" - do, 


also gilt: 
| Quellmasse pro Element do = [tw] -do oder 
(14) j Bet. 
| Ee = [mw] .n= Ei 2 Bi 





?) Man beachte, daß die rechte Seite, also auch e unabhängig von der Orientierung der Fläche ist, wie es 
sein muß; dasselbe gilt auch für die noch folgenden analogen Beziehungen. 
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4. Da sich die Geschwindigkeit tw beim Durchgang durch Z linear ändert, so ist im 
Grenzfall die Geschwindigkeit iv, in der Fläche 
(15) w,= A 

2 
Diese vier Eigenschaften gelten allgemein für jede beliebige Quellenfläche, da bei ihrem 
Nachweis nirgends die Voraussetzungen unseres speziellen Beispieles benutzt wurden. 

Liegt umgekehrt zu beiden Seiten einer Fläche F eine Potentialströmung vor, 
deren Normalgeschwindigkeit an / einen Sprung erleidet, so kann man sich diesen 
Sprung durch eine Quellbewegung von F mit der Dichte & erzeugt bzw. „überwunden“ 
denken. 

6. Anwendung. Liegt die Quellmasse mit ihrer negativen Seite auf einer starren 
l"läche auf, so ist dort 10 - do = 0, so daß die Quellmasse pro Flächeneinheit nach (14) 





(= 0 in unserer Beispiel). 


a ,\+ 
op . . ” 24 ie ’ s 
einfach w+ 1 = es wird. Als Anwendung hiervon lösen wir die Aufgabe, in einem 
0 
gegebenen Gebiet eine Potentialströmung zu finden, deren 
Normalgeschwindigkeit auf einer Fläche vorgegebene Werte 
annimmt. Handle es sich z.B. um das Außengebiet A der in 
Fig. 5 gezeichneten starren Fläche F (die hier aus zwei ge- 
ran om 
schlossenen Stücken besteht), auf der die Werte z = E$ 
n 
vorgegeben sind. Dann denken wir uns auf dem schmalen 


Zwischenraum Z von der Dicke a Quellen mit der Dichte 
E ’ a 
e= e. verschmiert. In dem noch verbleibenden Außenraum 


wird sich dann cine Potentialströmung {grad g} einstellen, die 


im Grenzfall «—0 auf F die Normalgeschwindigkeit = _z 





annimmt. Außerdem sieht man: Die Strömung ruht im Unendlichen und wird sich 
dort wie die Strömung einer punktförmigen Quelle der Ergiebigkeit &= [edo verhalten, 
in Zeichen 
e 1 
A 

Dieselbe Konstruktion läßt sich auch auf ein Innengebiet anwenden, wobei hier die Rand- 
werte e an die selbstverständliche Bedingung [do = 0 geknüpft sind (sog. zweite 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie). Die Eindeutigkeit der Lösung ist schon 
hier anschaulich klar, wird aber auch später zusammen mit der Eindeutigkeit der sog. 
ersten Randwertaufgabe nochmals bewiesen werden. 

7. Dipolflächen. Stellen wir der mit der konstanten Quelldichte & belegten Ebene 
von vorhin eine parallele Ebene im Abstand a gegenüber, die mit der entgegengesetzten 
Dichte — e belegt ist, so haben wir den Fall der Fig. 6: Die Flüssigkeit strömt innerhalb 








2 
Z 
+ ‚ds / . 
\ ee. — 
6% 
Y:YYYYYYr Y Y:Yy vv Yy 
a N 24 


















































Fig. 6. 











Mohr, Singularitäten einer stationären Flüssigkeitsströmung. 71 


der Ebenen und senkrecht zu diesen mit der konstanten Geschwindigkeit » = e ab, 
während außerhalb der Ebenen Ruhe herrscht (unendlich langer Plattenkondensator 
der Elektrostatik!). Lassen wir a—0 gehen und steigern gleichzeitig e so, daß 
e-a = const. = y bleibt, so erhalten wir eine mit der konstanten Dichte y besetzte 
Dipolebene F. Die Geschwindigkeit tv = — von im Zwischenraum Z wird im Grenzfall 


beliebig groß: 


(16) ag + >00 für a0, 
und zwar so, daß das Produkt 
(16a) va stets endlich und zwar —= y bleibt. 


Hieraus ergeben sich die charakteristischen Eigenschaften einer solehen Potential- 
strömung {grad 9}: 

1. Da der in Fig. 6 punktierte Weg links beim Grenzübergang gemäß (16a) stets 
einen endlichen Beitrag zur Zirkulation FT liefert, so ändert sich T bzw. y sprunghaft 
um w-an = —y, d.h. es ist 


(17) y=—[ell. 
Da ferner die Zirkulation, d.h. p auf diesem Wege linear anwächst, so nimmt g auf der 
gestrichelten Mittelebene, d.h. im Grenzfall auf 7, den Wert an 


o- + + 
ar 

2. Da die Ergiebigkeit des ın Fig. 6 durch den geschlossenen Weg abgegrenzten 
Volumelementes stets — 0 ist, so sind die Normalgeschwindigkeiten im Grenzfall auf 
beiden Seiten gleich: 

(19) vw. = Wr. 
Beide Eigenschaften gelten wieder, wie man sieht, für jede beliebige Dipolbelegung. Im 
allgemeinen Fall ergibt sich aus (17) noch die weitere Eigenschaft: 

3. Die tangentielle Geschwindigkeit mw, erleidet an F einen Sprung von der Größe 

(20) [m] -ds= öl]! = —®y. 
Die Gesamtzirkulation dT um die in Fig. 6 gezeichnete Kurve ist auch ım Grenzfall noch 
— (), indem ja der Beitrag der punktierten Wegstücke gerade —= 0y ıst und daher die 
Zirkulation — 59 um die übrige Berandung kompensiert. 

Der Beitrag, den ein an der Stelle O befindliches Dipolelement ydo zum Potential 
im Punkte ? liefert, ist nach (6a): 

ydo cd 


An A r® 


wo ® den Winkel zwischen do und rt = QP bedeutet; hierbei ist der zweite Faktor auf 
der rechten Seite offenbar gleich dem Winkel do, unter dem das Element dv von P aus 
erscheint, so daß man also für den genannten Beitrag auch 


(21) -—- Pin de 


4 


(18) 7 


y do:cos d 


- 


schreiben kann. 
Liegt umgekehrt zu beiden Seiten einer Fläche F eine Potentialströmung vor, 


deren Potential an F einen Sprung — y bzw. deren Tangentialkomponente in einer be- 


stimmten Flächenrichtung t einen Sprung — erleidet, so kann man sich diesen 


Sprung durch eine Dipolbelegung von F mit der Dichte » erzeugt bzw. überwunden 
denken. 








-] 
ID 
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8. Wirbelflächen. Neben den Dipolflächen sind bekanntlich auch flächenhafte 
Wirbelverteilungen, sog. Wirbelschichten, dazu geeignet, einen tangentiellen Geschwindig- 
keitsunterschied zu überwinden. Im Falle eines Zusammenflusses wie in Fig. 7 können 
wir uns vorstellen, daß der Übergang in einem schmalen Zwischenraum Z der Dicke a 
in linearer Weise vorgenommen wird: Dort herrscht dann eine konstante Wirbelstärke, 

































































u a Fl 


Fig. 7. 


die gleich dem Geschwindigkeitsanstieg ist, und die im Grenzfall a— 0 derart — © geht, 


daß ihr Produkt mit a stets endlich und gleich »* — v” bleibt; der Wirbelvektor steht 
hier senkrecht zur Zeichenebene, und bildet mit dem Drehsinn in Fig. 7 zusammen eine 
Rechtsschraube; die Geschwindigkeit mw, in der Fläche wird dann 


(22) ee, 


Um ım allgemeinen Falle, wo Flüssigkeit zu beiden Seiten einer Fläche F mit ver- 
schiedener tangentieller Geschwindigkeit mw; und tu," strömt, die Wirbellinien zu finden, 


ds f 


df 





Fig. 8. Fig. 9. 
denken wir uns wieder den Übergang in einem schmalen Zwischenraum Z linear vorge- 
nommen. Wegen der bekannten Beziehung OT = rot w -df brauchen wir dann nur 
in jedem Punkte ? der den Raum Z halbierenden und zu F parallelen Mittelfläche ein 
dort angebrachtes Flächenelement df, das in Fig. 8 in Draufsicht gezeichnet ist, so lange 
um P zu drehen, bis die Zirkulation OT um df ihr (positives) Maximum erreicht hat; 
dann zeigt df die Richtung der Wirbellinie an, wobei es genügt, df innerhalb der obigen 


Mittelfläche zu bewegen. Ist d3 das durch df auf F* ausgeschnittene Linienelement, so gilt 
(23) or = [m,]” ds, 

und dieser Ausdruck erreicht sein positives Maximum dann, wenn d3 parallel dem Ge- 

schwindigkeitsvektor [m,]" der Relativströmung wird; d.h.: die Wirbellinien ver- 


laufen senkrecht zu den Stromlinien der Relativströmung {[,]"} im Sinne des durch ı 


auf F gegebenen Drehsinnes (Fig. 9). Bedeutet ds’ das Linienelement längs der Wirbel- 
linie, so beträgt im Grenzfall die auf das Oberflächenelement do = d3 x d3’ entfallende 
Wirbelmasse 

rot tv. dr = rot wdf- d3’ — ds’ df - rot w 
(da d3’ || rot mw), also 


ds’or 
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-] 


c 


und mithin nach (23) 
ds’ [w,]* - ds = (d8 x ds’) x [m,jt 
(wegen d3’ | [mw,]"), d.h. 


do x [m,] 
und hier kann offensichtlich der Index t auch weggelassen werden. Folglich gilt: 


u. Wirbelmasse pro Element do = do x [w]’ , 
v. also pro Flächeneinheit =ınx[w]. 

Liegt umgekehrt eine Strömung vor, deren tangentielle Geschwindigkeit an einer 
Fläche F einen Sprung erleidet, so können wir uns diesen stets durch eine Wirbelschicht 
überwunden denken, deren Dichte durch (24) gegeben ist. Da hierbei nicht vorausgesetzt 
wird, daß außerhalb F Potentialströmung herrscht, so sieht man, daß die Wirbelschichten 
mehr leisten als die Dipolbelegungen. 

9. Zusammenhang zwischen Dipol- und Wirbelbelegungen. Es liege jetzt außerhalb 
der Fläche F eine Potentialströmung vor, deren Tangentialkomponente an F einen Sprung 
erleidet. Beide Belegungen, sowohl die durch Dipole wie die durch Wirbel, können dann 
diesen tangentiellen Geschwindigkeitsunterschied überwinden, leisten also genau das- 
selbe, jedoch auf ganz verschiedene Weise: 

Innerhalb der Fläche F, die wir uns wieder von der kleinen Dicke a denken, strömt bei 

Dipolen Wirbeln 
die Flüssigkeit mit unendlich großer Ge- die Flüssigkeit mit endlicher Geschwindig- 
schwindigkeit von der positiven nach der keit, die innerhalb # linear von mw; auf 


negativen Seite ab. tw; wächst, so daß im Grenzfall a—0 die 
Geschwindigkeit iv, in der Fläche 


_ e 
_ Me + Mm 
‘) 


- 


wird. 


Dies bedingt, daß in der folgenden Figur 10 im Grenzfall a—0 bei 




















Fig. 10. 


Dipolen Wirbeln 
die Zirkulation längs der gestrichelten die Zirkulation längs der gestrichelten 
Wegstücke stets endlich bleibt, und die Wege = 0 wird, so daß die Gesamtzirku- 
Beiträge des restlichen Weges gerade auf- lation 
hebt, so daß die Gesamtzirkulation er =+0, 


of =0 nämlich 
ist. er = [m,]” - d3 
ist. 
Außerhalb der Fläche F müssen jedoch beide Belegungen nach dem Grundsatz, daß eine 


Strömung durch ihre Singularitäten eindeutig bestimmt ist, dasselbe Geschwindigkeits- 


feld {m} erzeugen, können sich also dort gegenseitig ersetzen. 
Journal für Mathematik. Bd. 182. Heft 2. 10 
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Wird das Potential einer Dipolbelegung auf der negativen bzw. positiven Seite 
durch 7 und &* bezeichnet, so daß also auf F 
pls! =—rY 
ist, so schneiden die Niveauflächen 97 = const., g* = const. innen und außen auf F 
Linien aus, welche die Niveaulinien bilden für die zugehörigen tangentiellen Strömungen 
{wr }, {mi}, die also ebenfalls Potentialströmungen und zwar auf der Fläche F sind. 
In Fig. 11 sind einige äquidistante Niveaulinien auf der positiven Seite von F gezeichnet, 


U 





























p'=0 
/ 
/ 
/ 
U 
l 
I 
\ 
\ 
ir 
p=const 
| p"-const 
Fgi. 11. 
wobei der Potentialunterschied = 1 angenommen ist: Die gestrichelten Diagonalen 
stellen dann nach der bekannten Methode von Maxwell die Linien — y = [g]" = const. 


dar, sind also die Niveaulinien der relativen Potentialströmung 
[m] = grad [9]_ = grad (— y) 


(wo das Zeichen F unter grad andeuten soll, daß die Operation grad auf der Fläche vor- 
zunehmen ist), senkrecht zu denen mithin die Relativströmung statthat. Verwendet 
man andererseits Wirbel, so verlaufen auch die Wirbellinien nach Nr. 8 senkrecht zu den 
relativen Stromlinien in dem früher festgesetzten Drehsinn, d.h. aber: die Linien 
— y = const. fallen mit den Wirbellinien zusammen, und es ist 

(25) — y=oT= [m]’ ds, 
wo © die Zirkulation um die betreffende flächenhafte kleine Wirbelröhre darstellt. 

Ist die Dipolfläche F nicht geschlossen, so wird es auf ihr i. a. Linien y = const. 
geben, die ebenfalls nicht geschlossen sind; beachtet man dann, daß die Endpunkte 
solcher Linien mit unendlich großer Geschwindigkeit umströmt werden (da ja in einem 
solchen Punkt das Potential plötzlich um y springt), also zum Rand des Flüssigkeits- 
bereiches zu zählen sind, so sieht man, daß diese Linien in der Auffassung als Wirbel- 
fäden entweder geschlossen sind oder von Rand zu Rand laufen, in Übereinstimmung 
mit dem Helmholtzschen Satz. — Ist die Dipolfläche F speziell geschlossen, so schneiden 
die Niveauflächen 97 = const., 9* = const. auf F ebenfalls geschlossene Linien aus, 
so daß dann auch die früheren Diagonallinien der Fig. 11, d.h. die Wirbellinien, ge- 
schlossen sind. 

10. Ein Spezialfall. Wir wollen noch einen speziellen Fall betrachten: Sei 
in Fig. 12 nur eine schmale Randzone der Fläche F mit geschlossenen Wirbelfäden von 
der Gesamtzirkulation T besetzt, und die restliche Kalotte frei von Wirbeln. Die Dichte 
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der entsprechenden Dipolbelegung sei wieder y. Zieht man dann einen beliebigen Weg € 
von einem Punkte der unbedeckten Kalotte zum Rand, so wird sich y nach (25) auf dem 
in die wirbelfreie Kalotte fallenden Wegstück nicht ändern, also dort einen konstanten 
Wert y, besitzen, und auf dem restlichen Wege von diesem Werte auf 0 abfallen, und zwar 
gemäß (25) um den Betrag cy = — T, d.h. es wird an 
0— ya = — TFT sein oder 


n=T. 

Denken wir uns weiter die Wirbelmasse auf den 
äußeren Rand zusammengeschoben, so erhalten wir 
das bekannte Resultat, daß ein geschlossener Wirbel- 
faden der Stärke T ersetzt werden kann durch eine 
Dipolbelegung irgendeiner in ihn gespannten Fläche F 
mit der Dichte T. Die Kurve selbst ist wieder zum 
Rande zu zählen, so daß hier der Wirbelfaden dem 
Rande entlang läuft. 








Wir wollen noch das Potential y und die induzierte Geschwindigkeit w = grad 
des Wirbelfadens angeben. Nach (21) ist 

(26) = een Eds = — r Y, 

J An An 

wo o& der Winkel ıst, unter dem die (orientierte) Fläche von / aus erscheint; hierdurch 
ist der zyklische Charakter von in Evidenz gesetzt, da beim Durchgang durch die 
Fläche » von 27 auf — 27 springt, mithin beim Übergang von der positiven zur nega- 
tiven Seite längs des in Fig. 12 gezeichneten Weges » um — Ar, also p um T wächst, 
wie es sein muß. Um nun w = grad p zu bekommen, brauchen wir die Änderung 04 
bzw. ö» von g bzw. « bei einer Verrückung öt von P nach P': 


oR77 = grad Y- ÖL , 04 u as - 00. 


Dieselbe Änderung von & erhält man aber auch, wenn man ? festhält und den Wirbelfaden 
um öt' = — ör verschiebt. Der Beitrag, den ein Element des Wirbelfadens zu dw liefert, 
ist nach Fig. 13 offenbar 

(öt’ x ds)-e (dsx e)-ör 


r r? r- 


p 


U. | 
wo e = — ist; hieraus folgt 
r 


d.h. 


j r xtl- fax 
(27) iD = je Xu [= ii ds x 3) 


Geht man von hier aus zum entsprechenden Differentialgesetz über, so erhält man als 
Beitrag eines Elementes: 
4 | 4 
| -\d3x-—). 
(27a) L us > 
(27) bzw. (27a) entspricht vollständig dem Biot-Savartschen Gesetz der Elektrodynamik, 
in das es übergeht, wenn man den Wirbelfaden der Stärke T durch einen Stromkreis 


der Stärke / und die Geschwindigkeit tv durch die magnetische Feldstärke 9 ersetzt. 
10* 
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11. Durch räumliche Verschmierung, d.h. Ersetzung von Tds durch dr rot w ge- 
langen wir mit der Abkürzung c = rot w von (27) zu der Formel 





BE. [ e 

(28) n = rn drc x 73 . 

Wegen 
grad e = — = und rot = grad = xc 
P r - p Fr P r 

(c hängt vom Aufpunkt / nicht ab!) kann (28) auch so geschrieben werden: 

(28a) = I =roe&® mit & = w , 

P Anr P Anr 


eine Beziehung, die explizit das von einem gegebenen Wirbelfelde induzierte Geschwindig- 
keitsfeld {m} angibt, also als die im ganzen Raum eindeutige Auflösung der Gleichungen 


(29) rot w=c, dvm=0 
bei gegebenem c anzusehen ist. — Übrigens folgt aus dem Bau von 6, daß & (nach der 
Poissonschen Gleichung) der Beziehung 
A&=—c 


genügt. Schreibt man rot iv = c in der Form 

rot rot & = c, 
so folgt wegen der bekannten Beziehung 

Arot rot a = grad dva—a, 
daß 
graddv6 =, 

d.h. also 

dıv & = const. 
sein muß, woraus, da & ım Unendlichen verschwindet, notwendig ° 

(30) dvd = 0 
folgt; in Worten: {€} ist quellenfrei, eine Eigenschaft, die sich auch direkt an & selbst 
nachprüfen läßt. 

12. Überlagerung der einzelnen Belegungen. Bedeckt man schließlich eine Fläche 
gleichzeitig mit Quellen und Dipolen (bzw. Wirbeln), so überlagern sich die Eigenschaften 
der einzelnen Belegungen. Insbesondere kann man also normale und tangentielle Ge- 
schwindigkeitsunterschiede an einer Fläche F durch eine passende Verteilung von Quellen 
und Wirbeln überwinden, wobei auf ein Element do nach (14) und (24) 


an die Quellmasse do - [m]* 
die Wirbelmasse do x [m]” 


entfällt, und die Geschwindigkeit auf der Fläche selbst 


. 10 + mr 
(32) = nenn Ei 


wird. — Analog erhält man durch Überlagerung der Lösungen von (12) und (29) die im 
ganzen Raum eindeutige Lösung der Gleichungen 


dvmw=e, rot w = cC 
bei gegebenem e und c. 


$ 2. Impulsive Erzeugung von Potentialströmungen. 


13. Das Potential als Stoßdruck. Denken wir uns in Fig. 14 die abgegrenzte Flüssig- 
keit zunächst ruhend, die Begrenzung als Membran, und stellen uns vor, daß auf diese 








Be- 
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plötzlich an jeder Stelle ein impulsiver oder stoßartiger Druck, bezeichnet durch [p]®), 
ausgeübt wird, so wird sich auch im Innern an jeder Stelle instantan ein Stoßdruck ein- 
gestellt haben, unter dessen Gefälle das dort befindliche 
Flüssigkeitsteilchen von der Masse 1 instantan von der 
Ruhe auf die Geschwindigkeit tw gebracht wird (Kraftstoß 
— Bewegungsgröße!), d.h. es wird sein 


(33) tw = — grad [p]. 
M.a. W.: Im Innern findet eine Potentialströmung statt, 
mit dem Potential 9 = — [p]. Auf den ganzen Flüssig- 


keitsraum angewandt, muß der gesamte Stoßdruck gleich 
der mitgeteilten Bewegungsgröße sein: 


(34) [wdr= [[p]do’ oder [grad pdr = [pdo. Fig. 14. 


Da der Druck p und daher auch der Stoßdruck [p] von Natur aus eine eindeutige Orts- 
funktion ist, so können also auf diese Weise lediglich eindeutige Potentialströmungen 
erzeugt werden. 





Denkt man sich in Fig. 14 den Innenraum / durch den Außenraum A ersetzt, so 
gelangt man durch Stoßdrucke auf F in der entgegengesetzten Richtung in gleicher 
Weise zu einer Potentialströmung {grad 9} im Außenraum A. Stets sollen im folgenden 
unter Potentialströmungen in einem Außengebiet nur die in solcher Weise (durch Stoß- 
drucke auf die im Endlichen liegende Begrenzung) entstandenen Strömungen verstanden 
werden; ıhr Potential = — [p] verschwindet stets im Unendlichen, da dort der Stoß- 
druck [p] auf 0 abgeklungen ist. 


Wir bemerken noch, daß der Stoßdruck an einer Stelle natürlich auch < 0 sein 
kann, insofern er dort eine plötzliche Verminderung des herrschenden Druckes p zur 
Folge hat. Da der Druck p selbst stets > 0 ist (einen Zug kann eine Flüssigkeit nicht 
übertragen!), so muß nur der noch verbleibende Druck > 0 sein, was man stets dadurch 
erreichen kann, daß man den ganzen Flüssigkeitsraum vor Beginn des Stoßvorganges auf 
einen genügend großen konstanten Druck gebracht hat (vgl. das Beispiel unter Nr. 17). 
w]” . 2. 
9 — leistet, wo [mw] 
den durch [k] bedingten Geschwindigkeitszuwachs bedeutet ?), so ist im obigen Falle 


Da eine Stoßkraft [k] pro Masseneinheit die Arbeit [k]- | 


an der Oberfläche F die Arbeit fe 3 do aufgebracht worden, die andererseits in 


der kinetischen Energie steckt und dieser gleich sein muß: 


00185 1 °P - [7 [v® = | grad: 4 
(35) fr ar= 7. dı oder Y ,, do = grad? pdr, 


eine Beziehung, die für alle in der obigen Weise erzeugten Potentialströmungen ın / oder 
A gilt. 

Um die Beziehung (35) auch analytisch zu beweisen, bemerken wir, daß die 
linke Seite offensichtlich eine additive Gebietsfunktion ist. Denken wir uns daher das 
Gebiet durch ein Bündel dünner Stromröhren und ein Paket benachbarter Potential- 
flächen in Volumelemente zerlegt, so genügt es, (35) für ein solches Element dr, wie es 





8) Vgl. C. Schäfer, Einführung in die theoretische Physik 1, 3. Aufl., Berlin 1929, S. 114—116. 
®) Wird z. B. eine ruhende Kugel von der Masse 1 durch die Stoßkraft [f] plötzlich auf die Geschwindigkeit c 


2 
gebracht, so hat sie die Bewegungsgröße c = [f] und die Energie - = [f]- 5 . 
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Fig. 15 zeigt, zu beweisen. Seine Oberfläche liefert in leicht verständlicher Bezeich- 


Fauit °F 


nungsweise den Beitrag \ m ıgradp| = ) 


P202doy — Y,C,do, 

oder nach Addition und Subtraktion von y,c,deo, 
(36) (92 — P1) C2dog + Prtezdoz — c,de,}, 

wo der Ausdruck in der geschweilten Klammer 

nach der Kontinuitätsgleichung verschwindet; 

der Rest liefert aber bis auf vernachlässigbare 

Glieder höherer Ordnung 

















(37) c-cdr = grad?y dr, 


Fig. 15. 


womit (35) bewiesen ist. — Denken wir uns in dem 

m - [4 
’ op 0% 
Beweis 9 <- durch x <- 
dan Fon 


ersetzt, wo {grad 9} ebenfalls eine eindeutige Potential- 


strömung im betrachteten Gebiete ist, und die in Fig. 5 veranschaulichte Zerlegung 
in Volumelemente mittels der Strömung {grad p’} durchgeführt, so hätten wir an Stelle 


von (36) 
(38) (9% — Yı) egdoz + pılezdoz — c/do,} 
und an Stelle von (37) 
(39) Cy’ r ce’ dr , 
u j dy' En 
WO („ die in die Richtung von ı = nt fallende Geschwindigkeitskoordinate 


von grad @ bedeutet, also 
grad y » grad p’ dr 
und damit ın Erweiterung von (35) die für zwei Potentialströmungen gültige Beziehung 


(40) J Y nr do = [ grad g - grad p’ dr 
erhalten, aus der, da ihre rechte Seite symmetrisch in x und o’ ist, die weitere Beziehung 
m ’ m 
cYp ‚oo 
4 —de= | od 
(#) IE on u. IE en er 


folgt. In der Auffassung von @ und x’ als Stoßdrucke läßt sich (41) in dem Satz aus- 
drücken: Hat man zwei (eindeutige) Potentialströmungen {grad 9} und {grad o’}, so 
ist die Arbeit, welche der erste Stoß bei der zweiten Bewegung {grad 9} leistet, gleich 
der Arbeit, welche der zweite Stoß @’ bei der ersten Bewegung {grad %} leistet. 
In dieser Formulierung liegt ein Spezialfall eines viel allgemeineren von Thomson !°) stam- 
menden Satzes für dynamische Systeme vor. Setzt man umgekehrt diesen allgemeineren 
Satz voraus, so ist (41) eine spezielle Anwendung von ihm. 

14. Es folgt, daß es sowohl in J als auch in A eine Potentialströmung {grad 9} gibt, 
deren Geschwindigkeitspotential auf F vorgegebene Randwerte annimmt: nämlich 
jene Strömung, die entsteht, wenn man auf F in Richtung zum Flüssigkeitsraum den 
Stoßdruck [p] = — p ausübt; dabei ist im Falle der äußeren Aufgabe stets (©) = 0 
(sog. erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie),. Und daß es nur eine solche 
Strömung gibt, ist durch (35) garantiert: Gäbe es nämlich noch eine weitere solche 





10) Vgl. Lamb, a.a. ©. *), S. 51, und Thomson u. Tait, Handbuch der theoretischen Physik, Art. 313, Gl. (11), 
Wird z. B. der in Fußnote ®) erwähnten Kugel durch einen zweiten Stoß [f’] die Bewegungsgröße c’ erteilt, so ist die 


Arbeit der Stoßkraft [f] während der zweiten Bewegung = [f]- 2 Bi iR 


u BL also in der Tat auch gleich 


der Arbeit der zweiten Stoßkraft bei der ersten Bewegung. 
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Strömung {grad 9°}, so wäre für die Strömung {grad (y — ’)} die linke Seite von (35) iden- 
tisch — 0, also auch die rechte, d.h. es wäre grad 9’ = grad 9; und auf dieselbe Weise folgt 
auch, daß die frühere zweite Randwertaufgabe eindeutig lösbar ist. Speziell folgt noch, 
daß innerhalb oder außerhalb (hier mit der zusätzlichen Forderung, daß die Flüssigkeit 


im Unendlichen ruhen soll) einer starren Begrenzung die Ruhe die einzige eindeutige 
er 
h # . , [09 ’ | u 
Potentialströmung ist (28 —= (0 auf F), — Denken wir uns auch die Lösung der zweiten 


Randwertaufgabe durch Stoßdrucke erzeugt (was ja stets möglich ist), so gelangen wir 
zu dem Resultat: Es ist stets und nur auf eine Weise möglich, durch passende Stoßdrucke 
auf die als Membran gedachte Begrenzung eines Flüssigkeitsbereiches jedem Flüssig- 
keitsteilchen an der Oberfläche eine ihm dort vorgeschriebene Normalgeschwindigkeit 


0 ’ 2 " 
= zu erteilen. Nimmt man umgekehrt dieses Resultat als anschaulich gegeben hin, 


so kann man mit seiner Hilfe auch die zweite Randwertaufgabe ebenso wie die erste 
mittels Stoßdrucken lösen. — Durch eine Kombination der beiden Konstruktionen ergibt 
sich auch leicht die Lösung der sog. gemischten Randwertaufgabe, in der auf einem 


0 


Teil der Berandung % und auf dem anderen —- vorgegeben ist; daß die Lösung ein- 
ON j 


deutig ist, folgt wie früher. 

15. Zyklische Potentialströmungen. An dieser Stelle sei noch kurz auf die Erzeugung 
von Potentialströmungen mit mehrdeutigem Potential g eingegangen. Das Flüssigkeits- 
gebiet (das ja notwendig mehrfach zusammenhängend sein muß) bilde z. B. das Äußere 
A des in Fig. 16 gezeichneten durchlochten Körpers, der die Form eines aufgepumpten 
Fahrradschlauches hat. Denken wir uns nun den schraffierten (Querschnitt (der den 
Körper senkrecht treffen möge) als zwei benachbarte Membranen vom Abstand a, wie 
ihn Fig. 17 im Seitenriß zeigt, die Oberfläche F des Körpers aber starr (in Fig. 17 doppelt 
schraffiert), und üben auf die positive Membran einen konstanten Stoßdruck [p] = FT 








F Abstand a 





-_ 


Fig. 16. Fig. 17. 


aus, so stellt sich in dem außerhalb des Körpers und der beiden Membranen befindlichen 
(einfach zusammenhängenden) Flüssigkeitsraum A’ eine (eindeutige) Potentialströmung 
{grad 9’} ein mit folgenden Eigenschaften: 

1. Auf der positiven Seite ist 9 = — T, auf der negativen Seite = 0, d.h. 
oo’ macht an F den konstanten Sprung [y’]" = — FT, woraus nach (20) weiter folgt, daß 


die Tangentialgeschwindigkeit iv; an F stetig ist: [my] = 0. 

2. Da auf der negativen Membran 9’ = O ist, so kann eine Stromlinie, die darauf 
entspringt, nicht mehr zu dieser zurückkehren, muß also, da sie auf der starren Körper- 
oberfläche und im Unendlichen (wegen @'(°0) = 0) ebenfalls nicht enden kann, zur 
anderen Membran führen. 
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ER h in h 
Hierbei wird nun aber ı. a. die Normalgeschwindigkeit - an F einen Sprung machen, 
°P I» 


on 


von der Größe — e’, Denken wir uns dann den Zwischenraum der Membranen 


’ 
. " . . a; . ge . 
mit Quellen von der räumlichen Dichte e’= ey erfüllt, und den Körper nach wie 


vor starr, so wird die daraus entstehende in A eindeutige Potentialströmung zusammen 
mit der von vorhin eine Flüssigkeitsbewegung {grad g} in A’ ergeben, für die nach wie 
vor [9] = — F, [m]* = 0 ist, und für die außerdem auch die Normalgeschwindig- 


keit, mithin also auch die Geschwindigkeit selbst, sich an F stetig ändert. Denken wir 
uns also die Membranen samt ihrem Quelleninhalt zusammengezogen und entfernt, so 
haben wir in dem Außenraum A eine Potentialströmung, die jetzt in lauter geschlossenen 
Stromlinien verläuft, und deren Potential bei einem einmaligen Umgang jedesmal um 
F wächst. Haben wir einmal diese Strömung, so können wir sie nachträglich leicht durch 
Stoßdrucke allein erzeugen: Dazu brauchen wir offenbar den Querschnitt nur als Potential- 
fläche zu wählen und auf seine positive Seite den konstanten Stoßdruck [p] = + T aus- 
zuüben! Gleichbedeutend damit ist, daß wir diesen Querschnitt konstant mit Dipolen 
der Dichte T belegen. Die so gewonnene Strömung {grad 9} ist durch ihre „zyklische 
Konstante‘ T eindeutig bestimmt: Ist nämlich {grad 9’} noch eine weitere solche Strö- 
mung, so stellt {grad (9 — ’)} eine eindeutige Strömung außerhalb des starren Körpers 
dar, die im Unendlichen ruht, ist also nach Nr. 14 die Ruhe selbst, mithin grad g’ = grad g. 
— Die Ausdehnung auf den Fall, daß der Körper nicht eins, sondern mehrere, z.B. n, 
Löcher hat, ergibt sich durch Überlagerung der für die einzelnen Querschnitte nach dem 
obigen Muster erhaltenen Strömungen (in der Tat konnte in unserer obigen Betrachtung 
der Körper außer der einen Durchbohrung, mit der wir gearbeitet haben, noch weitere 
solche besitzen!): Man gelangt dann zu einer n-fach zyklischen Potentialströmung mit den 
den einzelnen n Querschnitten zugeordneten zyklischen Konstanten T,,..., ly. 

16. Indem wir uns weiter an unseren speziellen Fall des einfach durchbohrten Kör- 
pers halten, fassen wir zusammen: Man kann stets (und auf mannigfache Art) einen 
solchen Querschnitt wählen, daß bei Ausübung des konstanten Stoßdruckes T auf seine 
positive Seite sich die zu T als zyklische Konstante gehörige eindeutig bestimmte Poten- 
tialströmung {grad 9} einstellt; ihre Erzeugung kommt einer Dipolbelegung dieses Quer- 
schnittes mit der Dichte F gleich. Bestimmen wir noch dabei die geleistete Arbeit! Auf 
der Fläche F (die wir uns hier ebenfalls als Membran denken müssen) wird wohl der 
Stoßdruck [p] = — (der die Starrheit von F ersetzt) ausgeübt, leistet jedoch keine 


Arbeit, da dort *. — 0) ist. Bleibt also nur die Arbeit am Querschnitt O; diese ist 


op i op _+ „ 
9 DE Sn d=-—— FT in do = > TE, 


wo E die durch den Querschnitt pro he strömende Flüssigkeitsmenge ist. Sie 
muß gleich der kinetischen Energie der Strömung sein: 


r [EP do = PE= | gradipdr. 
Q ä 


Überlagert man der zyklischen Strömung {grad g} eine beliebige eindeutige Potential- 
strömung {grad y} im Außenraum A des Körpers (die also durch Stoßdrucke auf die 
jetzt als Membran gedachte Oberfläche entsteht), so gelangt man zur allgemeinsten 
Potentialströmung {grad ®} mit ® = g + y in diesem Raum; dabei wird auf F jetzt 
die Arbeit 








— 
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1 ey 
2 |“ + v. or do ne on 


cYy 


ur 


joir;: E fs 
2 on on 


Q 
erhält, eine Beziehung, in der man offensichtlich i im ersten Integral links die vorkommende 


und am Querschnitt Q die Arbeit — ff J ev, 2 geleistet, sodaß man insgesamt 


od 
An ersetzen darf; also muß sein: 


(42) IK27 an | do rm A, do = [ra ®dr. 


(42) erweitert die frühere Beziehung (35) auf a Fall zyklischer Potentialströmungen 
und hätte auch sofort aus dieser durch Anwendung auf den Raum A’ (in dem ja ® ein- 
deutig ist) erhalten werden können. Derselbe Gedankengang oder aber unsere bisherige 
direkte Betrachtungsweise liefert auch die zu (40) und (41) analogen Beziehungen (wo 
fgrad ®’} eine Strömung vom gleichen Charakter wie {grad ®} bedeutet): 


(43) IK = —— do + yE- —— = [grad ® - grad P&’dr 
- 


eo o_ ‚e® IE 
(44) fe on 7 nf‘ on fe: er on ’ 


Q 
wobei die letzte Relation wieder die Gleichheit der Arbeit zweier Impulse ausspricht. 


Normalgeschwindigkeit durch 


$ 3. Erzeugung eindeutiger Potentialströmungen aus Quellen und Dipolen. 


17. {grad @} sei z.B. eine eindeutige Potentialströmung im Außenraum A der 
in Fig. 18 gezeichneten Fläche F. Denken wir uns dann den Innenraum 7 ebenfalls 
von Flüssigkeit erfüllt, die vorab ruhen möge, 
so daß das zugehörige Potential @’ zu 0 ange- a 
nommen werden darf, so gelangen wir zu einer 
Strömung im ganzen Raum AR = / -+ A, für welche 
F eine Unstetigkeitsfläche sowohl bezüglich der 
normalen wie tangentiellen Geschwindigkeit dar- 
stellt. Nach früherem (Nr. 5 und 7) können wir 
also diese Strömung durch eine passende Verteilung 
von Quellen und Dipolen auf F erzeugen. Die dies- 
_0p 
on 
so daß nach (5) und (6) also sein muß: 


A „4 
OO ÜBER... EUR uam. cu» AUEENEN , An Fig. 18 
: Arır P An on 0 in I. er 


Wären wir statt von der Ruhe von einer beliebigen (eindeutigen) Potentialströmung 
{grad @’} in I ausgeganegen, so hätten wir für die Quellen und Dipole bzw. die Dichten 





bezüglichen Dichten sind [w]* und =—y, 


0 f | | | 
er ee und — (9 — op’), d.h. an Stelle von (45) die erweiterte Beziehung 
-- . 1 
(46) on on + yes m (P — 2')) Pl. » in A 
F Anr Fr Be? on lo’ in I 


Journal für Mathematik, Bd. 182, Heft 2. 11 
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erhalten (wobei die Verteilung der Singularitäten durch die in der rechten Seite zum 
Ausdruck kommende Forderung eindeutig bestimmt ist), die also aussagt, daß man die 
Strömung {grad g} im Außenraum A auf ebenso viele Arten durch eine Verteilung von 
Quellen und Dipolen auf der Oberfläche F erzeugen kann, wie es im Innengebiet ein- 
deutige Potentialströmungen {grad ’} gibt. Ähnliches gilt auch für den Innenraum 7. — 
Durch passende Wahl von {grad g’} können wir nun erreichen, daß entweder nur die 
normale oder nur die tangentielle Geschwindigkeit an F einen Sprung erleidet, und 
gelangen so zu einer (jeweils eindeutig bestimmten) Verteilung von Quellen allein oder 
Dipolen allein, die in A die Strömung {grad @} erzeugen: Denken wir uns F als doppelte 
Membran und die gegebene Strömung durch den Stoßdruck [p] = — 9 auf die äußere 
\lembran erzeugt, so brauchen wir auf die andere Membran das eine Mal nur mit 
demselben Stoßdruck zu drücken, so daß also %’ = g wird, um zu der Quellverteilung 


(mit der Dichte er rn. )) zu gelangen, und das andere Mal nur jenen Stoßdruck aus- 


“ 
\ on en 
op op _6p 
zuüben, welcher die normale Geschwindigkeit an erzeugt, so daß u wird, um zu 
en ) cn 
4 


der Dipolverteilung (mit der Dichte — (9 — y )) zu gelangen. 

Jedes Singularitätensystem A, auf F, das in A die gegebene Strömung {grad 9} 
erzeugt, nennen wir ein zu {grad g} gehörendes Singularitätensystem auf F; A, kann 
also bestehen aus 

a) Quellen und Dipolen; 

b) Quellen allein; 

In dem speziellen Fall, daß wir einen Körper in einer zunächst ruhenden Flüssig- 
keit plötzlich auf die Geschwindigkeit U bringen (Fig. 19), übt die starre Oberfläche auf 

die Flüssigkeit Stoßdrucke aus, so daß also im 


























A 1 Außenraum A eine Potentialströmung {grad %} 

er 
N > # ' ' si AB ‚„ Wäh- 
N, 7 . mit der Eigenschaft 5, U-n entsteht. Wäh 
4 J —— > u len wir als zugehöriges Singularitätensystem 
za > lauter Dipole, so müssen diese im Innern / 








Yne 
Er u nn 2 N eine Potentialströmung mit derselben Normal- 
/ N | geschwindigkeit Un auf F ergeben, eine Be- 
n . . 
dingung, die offenbar von der Parallelströmung 
{l} in Z/ (und wegen der Eindeutigkeit der 


Lösung auch nur von dieser) erfüllt wird. Man kann also die Stromlinien in A 
unmittelbar durch den Körper hindurch gemäß Fig. 19 schließen. 


Fig. 19. 


$ 4. Ersetzung eines Körpers durch Singularitäten. 


18. Wir sind jetzt imstande, einen Körper, d. h. dessen starre Oberfläche F 
(denn nur um diese kann es sich ja handeln, da das Innere des Körpers z. B. auch 
hohl sein kann) durch Singularitäten zu ersetzen. F zerlege den Raum wieder in 
ein Innen- und Außengebiet / bzw. A. Die Strömung sei so beschaffen, wie sie später 
(mit einer geringen Einschränkung) vorkommen wird, d.h. es handle sich um eine 
Strömung {m} um den Körper, die im Endlichen beliebige Singularitäten besitzt und im 
Unendlichen in eine Parallelströmung {ll} übergeht, wobei auch U = 0 sein kann. Die 
Gesamtheit der in A befindlichen Singularitäten von {m} sei A,. — Nennen wir nun all- 
gemein ein durch eine geschlossene Fläche abgegrenztes Singularitätensystem abge- 
schlossen, wenn alle Wirbelfäden sich in ihm schließen, andernfalls offen, so wird das 
Singularitätensystem A, der gegebenen Strömung i.a. offen sein; die Gesamtheit der 
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auf F entspringenden und dort (notwendigerweise) wieder mündenden Wirbelfäden 
bezeichnen wir mit P. Jedes innerhalb oder auf F liegende Singularitätensystem A,, das 
zusammen mit A, und {ll} im Außenraum A die gegebene Strömung {m} um die Fläche 
F erzeugt, ist als ein die starre Fläche F in bezug auf die gegebene Strömung ersetzendes 
Singularitätensystem anzusprechen; durch A; wird mw eindeutig in das Innere 7 fort- 
gesetzt. Wir werden jetzt eine ganze Klasse solcher Singularitätensysteme aufzeigen, 
und betrachten zunächst den Speztalfall, daß A, abgeschlossen ist. 

Spezialfall: A, ıst abgeschlossen (Fig. 20). {10*} sei die Strömung ohne den Körper. 
also bedingt durch A, und {ll} und definiert im ganzen Raum /? = / -- A. Um nun in 
A von {m*} wieder auf {iv} zu kommen, brauchen Quelle 
wir dort der Strömung {mw*} nur jene (eindeutige und 


a2 . ° 
. . . ) — u.a 2 S ) “> Ü 
eindeutig bestimmte) Potentialströmung {grad 7} ; © 


.. r . op . 
zu überlagern, deren Normalkoordinate = jene 
on 


OL 
von {1*} gerade aufhebt: — + w*t.n=0, was 
cn 





stets durch passende Stoßdrucke auf die als Meım- 
bran gedachte Fläche F möglich ıst. Jedes Singu- 
laritätensystem A, auf F, das zu {grad p} ım Sinne 
von Nr. 17 gehört, ersetzt dann die starre Fläche 7", ist also als ein Singularitätensystem 
A; zu bezeichnen: 


k Wirbel 


lig. 20. 


(47) A u 
op eg 
Besteht A, nur aus Dipolen, so ıst wegen Erz auch auf der Innenseite von / 
on en 
- ! 
CY 
iA wet, 
cn 


d.h. die Flüssigkeit strömt auch in / glatt ab, muß also (da {1v*} in / offenbar eine ein- 
deutige Potentialströmung ist) dort ruhen. Ersetzen wir hierauf die Dipole durch Wirbel, 
so bilden diese ein Singularıtätensystem, das wir offenbar auch direkt nach der folgenden 
Methode des Totwassers erhalten können: Denken wir uns in der gegebenen Strömung 
{mw} den Körper durch ruhende Flüssigkeit (sog. Totwasser) ersetzt, so bildet das durch 
den tangentiellen Geschwindigkeitssprung auf F eindeutig bestimmte Wirbelsysteimn 
gerade das Singularitätensystem von vorhin. Wir be- 
merken noch, daß diese Methode des Totwassers augen- 
p scheinlich nicht an unsere besondere Voraussetzung, daß 
A. abgeschlossen ist, gebunden ist. 
Der allgemeine Fall (Fig. 21). Indem wir hier die 
evtl. vorhandenen offenen Wirbel P durch innerhalb F 
verlaufende Schlußstücke P’ schließen, was stets möglich 
ist, entsteht ein abgeschlossenes Singularitätensystem 
A, = A, + P’, auf das wir die Überlegung des Spezialfalles anwenden können: {1v*} sei 


die durch A, und {ll} induzierte Strömung in A mit = + w*.n=0, A, ein zu {grad 7) 
gehörendes Singularitätensystem auf F. Jedes Singularitätensystem A, +- P’ ersetzt 
dann die starre Fläche F, ist also ein System A;: 

(48) &;=4A,+P'"). 


11) Jede Strömung, die außerhalb F die Ruhe ist, ergibt ein (notwendigerweise innerhalb F liegendes) Singu- 
laritätensystem 4A;, das zu dem obigen addiert das allgemeinste derartige System liefert. 


12) Auch hier gilt das in Fußnote !!) Gesagte. 


Fig. 21. 


Eu" 
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A, kann speziell aus Quellen allein oder aus Dipolen bzw. Wirbeln alleın bestehen; nimmt 
man lauter Wirbel, so ergeben sie zusammen mit P’ ebenfalls ein Wirbelsystem. Ein 
spezielles derartiges System liefert wieder die Methode des Totwassers. In der Auf- 
fassung von vorhin entsteht dieses dadurch, daß wir A, als Wirbel nehmen, die Schluß- 
stücke P’ von innen her auf die Fläche legen und die Wirbel dort passend verschieben, 
bis im Innern Ruhe eintritt. 

Daß wir hier z. B. mit einer alleinigen Quellverteilung auf F nicht mehr durch- 
kommen, hat seinen Grund darin, daß i. a. eine geschlossene Kurve auf F eine Zirkulation 
ergibt, d.h. daß die Strömung {m} um den Körper zirkuliert: Denken wir uns nämlich 
die Wirbellinien zu lauter kleinen Röhren von derselben konstanten Zirkulation, die 
— 1 angenommen werden darf, zusammengefaßt, und über die Fläche F eine im freien 
Zustande sich völlig auf einen Punkt zusammenziehende Gummischlinge hinweggeschoben, 
so wird längs ihr die Zirkulation jeweils gleich der Zahl der bereits geschnittenen Wirbel- 
röhren (mit dem richtigen Vorzeichen gerechnet) sein. Das in Fig. 21 gezeichnete Schluß- 
stück des Wirbelfadens entspricht völlig dem tragenden Faden der Prandtlschen Trag- 
flügeltheorie 3). 

Man beachte, daß die hier durchgeführte Konstruktion rein kinematisch ist: So 
haben wir z.B. im Falle der Methode des Totwassers über die Größe des konstanten 
Druckes im Innern nichts vorausgesetzt und auch nirgends die Größe dieses Druckes 
bei unserer Konstruktion benutzt. Später werden wir in einem speziellen Falle (Zusatz 
zu Nr. 29) die Größe dieses Druckes im Innern bestimmen. 


Zweiter Abschnitt. Einführung des Begriffs der Haltekraft. 
$5. Die Haltekräfte der Singularitäten. 


19. Wir schicken zwei bekannte Vektorbeziehungen voraus. Wird {m} als Ge- 
schwindigkeitsfeld aufgefaßt, so gilt für die „konvektive‘“ Beschleunigung (tw Y)iw: 
2 
(49) (w - V)w = grad +rotwx mw. 


Ferner folgt aus dem bekannten Gaußschen Satz für eine geschlossene Fläche 
[w do = [div wdr 
sofort die allgemeinere Beziehung 

(50) [uw -do= [udivodr + [(b-vw)udr. 

{vb} sei eine stationäre Flüssigkeitsströmung in einem gewissen endlichen Gebiet G 
mit der Oberfläche 0. Eine solche Strömung wird nun i. a. nicht möglich sein, ohne daß 
nicht innerhalb G Fremd- oder Haltekräfte an den einzelnen singulären Stellen (mit 
dvd #0, rotd #0) wirksam sind. Wir bezeichnen diese Haltekräfte generell mit 
tz, Ihre (stets auf einen festen Punkt bezogenen) Momente mit M,, also M,= x $ı. 
Um diese Kräfte zu bestimmen, brauchen wir nur das Newtonsche Grundgesetz der 
Mechanik 


Änderung der 
Bewegungsgröße +} = Summe aller wirkenden Kräfte 
in der Zeiteinheit 


auf unseren Bereich G anzuwenden, und erhalten sofort 
[sudt = [ (vv - do + pdo) 
17 


51 ei 
en. Mndr = fı x (bb -do -+ pdo). 
G 0 





13 L. Prandtl, Tragflügeltheorie, I. Mitteilung, Göttinger Nachrichten 1918, S. 14. 
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Gilt nun auf der Oberfläche O die Bernoullische Gleichung 


v 


(52) Pp+Z= 


y 


(wobei die Konstante € für jeden einzelnen geschlossenen Teil der Oberfläche eine andere 
sein kann), so wird aus (51) 


[ar - [ (vv : do — 4 do) 


(93) 02 
[mar= [fi X (vv - ao | do) 


woraus man mittels (49) und (50) sofort die Beziehungen 
[Sudr == [ (vb dıvb + rotb x b)dr 


(54) G G 
[Mıdr= [tx (pdivp + rotdv x v)dr 
@ G 


erhält, die aussagen, daß wir bei der Integration über das Gebiet @ annehmen dürfen, 
daß pro Volumelement dr die Haltekraft 

(55) fu =ddıvv +rotd X d 
beträgt. Die tatsächliche Haltekraft wird sieh von dieser 1. a. um eine Zusatzkraft unter- 
scheiden, die jedoch von solcher Art ist, das ihre Resultante bzw. ıhr resultierendes 
Moment, genommen über G, verschwindet, eine Erscheinung, die ja bekanntlich immer 
eintritt, wenn man von einem Integralgesetz auf ein zugehöriges Differentialgesetz schließt. 

Ist die Strömung wirbel- oder quellenfrei, so enthält die zugehörige Haltekraft 
ft, die früher angegebenen (1) und (2) als Spezialfall in sich, von denen sie umgekehrt 
die sinngemäße Verallgemeinerung darstellt. — Schreibt man in diesen Fällen für vd das 
eine Mal &, das andere Mal 9, so stellt fi, die Kraftdichte (d.h. Kraft pro Volumen) 
dar, die in einem elektrostatischen bzw. einem von geschlossenen Strömen erzeugten 
magnetischen Felde mit den Feldstärken & bzw. 9 herrscht. 

In dem Falle, daß nur Wirbel vorkommen, kann die Haltekraft „= rotvp x v 
verschwinden, so daß also der zugehörige Wirbel frei ist: Es folgt dann, daß notwendig 
rot d || dv ist, was bedeutet, daß an solchen Stellen die Wirbellinie in die Richtung der 
Stromlinie fällt; ein bekanntes Beispiel hierfür sind die von einem Prandtlschen Trag- 
flügel abgehenden Wirbelfäden. — Bei ebenen Strömungen, wo, wie später gezeigt werden 
wird, die Haltekraft ebenfalls $,= rot db x db ist, kann der vorhin besprochene Fall 
offenbar nicht eintreten, da hier der Wirbelvektor stets auf der Strömungsebene senk- 
recht steht. 

Da die Haltekraft fi, an allen nicht singulären Stellen verschwindet, so dürfen wir 
aueh die Integrationen in (54) rechts statt über G@ nur über das zu G gehörige Singulari- 
tätensystem 2 erstrecken. Da $t, ferner linear in den Singularıtäten div d, rot d, wie 
in der Geschwindigkeit v ist, so gibt jede Zerlegung des Singularitätengebietes bzw. 
jede lineare Zerlegung der Geschwindigkeit Anlaß zu einer entsprechenden Zerlegung 
von $},. Es wird sich dann als zweckmäßig erweisen, wenn wir die folgende Verabredung 
treffen: Ist £ irgendein Singularitätensystem einer Strömung {v} und {u} irgendein Ge- 
schwindigkeitsfeld (das in den Punkten von 2 definiert ist), so sei 


u 
(56) 6 = (u divv + rotd x u) bzw. = [t x (udivpv +-rotvb x u), 
zZ PB 
wo wir die rechts stehenden Ausdrücke deuten können als die Haltekraft bzw. das Halte- 


moment des Singularitätensystems & in der Strömung {u}. Ist 2 flächenhaft, so denken 
wir uns 2 stets etwas räumlich verschmiert und die Integrationen in (56) als Grenzfall 
der entsprechenden räumlichen Integrationen aufgefaßt. 











86h Mohr , Singularıtäten einer stationären Flüssigkeitsströmung. 


20. Sei nun speziell das Singularitätensystem & vonG abgeschlossen, und {v} die von 
ihm im ganzen Raume induzierte Strömung. Dann kann auf der rechten Seite von 
(53) die Oberfläche O speziell als eine ins Unendliche sich ausweitende Kugel Ä,„ ange- 


. RB; 
nommen werden: Beachtet man dann, daß d dort von der Größenordnung gr} ist, so 


sieht man, daß ım Grenzfalle die rechten Seiten von (53) und daher auch die linken ver- 
schwinden; d.h. aber ın der Bezeichnungsweise von (56), daß 


(57) 3) = (014) (Zabgeschlossen; {v} von 2 erzeugt) 
ıst. (Analog üben z. B. elektrische Teilchen insgesamt weder eine Kraft noch ein Moment 
auf sich aus.) Spalten wir & und entsprechend auch d in zwei Teile 

2=2, + 2,, b=b,+b, 
auf, so können wir für (57) auch schreiben: 


fv v 
(97a) 1, T 13) =D, 
Ist nun Z, und daher auch 2, wieder abgeschlossen, so sind auf jedes dieser Systeme 
wieder die Beziehungen anwendbar, d. h. aber wir dürfen in (57a) die von dem betreffenden 
Singularitätensystem 2%, bzw. 2, induzierte Eigengeschwindigkeit unterdrücken, was 
wir durch einen rechtsseitigen oberen Strich andeuten wollen: 


vI fo! 
(58) z/ +12J = 0 
oder explizit 
V, v, 
(58a) 2/ +13) =0. 


$ 6. Begründung der Lagallyschen Formeln. 
21. Für später merken wir die beiden Beziehungen an: 
(59) [div wdr = 0 (für das Innere / einer starren Fläche /") 


I 
(60)  f[rotwdr=0 (für eine geschlossene Wirbelröhre). 


(59) drückt aus, daß die Gesamtergiebigkeit innerhalb F verschwinden muß. (60) be- 
weist man so: Ist df ein senkrechter Querschnitt der (dünnen) Wirbelröhre, dT ıhre 
Stärke, und dr = df - dS das zu d3 gehörige Volumelement, so ist wegen df || d3: 

(61) rot wdr = rot wdf-ds = dSrot w-df = d3dT, 
eine Beziehung, aus der durch Integration über die Röhre sofort (60) folgt. 

{m} sei eine stationäre Strömung um einen Körper, die beliebige Sıngularıtäten 
(Quellen und Wirbel) besitzen möge, die alle im Endlichen liegen, und die im Unend- 
lichen in eine Parallelströmung {ll} übergeht; an der Oberfläche F des Körpers gelte 
die Bernoullische Gleichung (52). / teile den ganzen Raum Zt? in ein Innen- und Außen- 
gebiet / bzw. A: 

R=I-+A. 
Da {tw} im Unendlichen eine Potentialströmung ist, so ist dort die Bernoullische Glei- 
chung von selbst erfüllt. Denken wir uns daher F durch ein Singularitätensystem ersetzt, 
so gilt sowohl an der Begrenzung von A (zu der außer F auch die unendlich ferne Kugel 
K.„ zu zählen ist) wie / die Bernoullische Gleichung, d.h. man darf für diese Gebiete 
als Haltekraft der Singularitäten die durch (55) gegebene ansehen. 


14) Vgl. hierzu Betz, a.a. O.?), 5. 456457. 
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Gesucht sind die Kraft fi, bzw. das Moment W;, welches die Fläche F auf die 
Flüssigkeit, bzw. umgekehrt diese auf die Fläche ausübt. Wegen der Bernoullischen 
Gleichung hat man für , und M; die Ausdrücke 


a 


en | [- —) do 





Ir F 
(62) » v2 
Mr == fi x ( Pu do, 
F .- [4 


und es kann sich im folgenden nur darum handeln, diese Ausdrücke so umzuformen, daß 
der Einfluß der einzelnen Singularitäten (zu denen auch die Fläche F selbst bzw. das sie 
ersetzende Singularitätensystem A; zu zählen ist) möglichst in Evidenz gesetzt ist. 

Indem wir nun die Kraft it bzw. das Moment W;, das die Fläche # auf die Flüssig- 
keit ausübt, mit zu den Fremd- oder Haltekräften zählen, ergibt das Newtonsche Grund- 
gesetz, angewandt auf das Flüssigkeitsgebiet A, sofort die den Gleichungen (53) ent- 
sprechenden Beziehungen 


f r iv? 
\ty —- Nt „At — 1vivd - do ana I do — N 2. 





v A K. 
h.) : » / > 
(b.») u | w? 
Wr + M,dr = Tx | wiv - do — 5) do) = Ma 
N 2 ” 


mit 8, = w div w + rot w x ww, die wir unter Benutzung des Symbols (56) in die eine 
Gleichung zusammenfassen können: 
IA 
(63a) Nr bzw. Mr + \AJ = Su bzw. Me. 
Denken wir uns F durch ein Singularitätensystem A; (das wir der folgenden Integrationen 
wegen stets etwas räumlich verschmiert annehmen) ersetzt, so liefert derselbe Gedanken- 


gang wie vorhin die Beziehung 


ID ID 
(64) Alf + 1AJ = fi. bzw. M, 
mw 
oder, wenn wir für die linke Seite |Af schreiben und beachten, daß wir hierin nach (57) 


die Eigengeschwindigkeit von A= A; + A, vernachlässigen, d.h. iv durch U ersetzen dürfen: 


J A| 
(65) \AJ = ft. bzw. M. - 
Aus (63) und (64) folgt 
ID 
(66) Nr bzw. Mr — m 
und aus (63) und (65) 
(al + 1a) 
(67) ir bzw. Mr = — \A| + 1A 


oder explizit (wobei in (67) alle Vorzeichen gewechselt werden »)): 





fr = f (tw dıv v + rot WxX mw) 

(68) p | 

Mr = [tx (mwdiv m + rot m x iv) 
i I 
— Sr = f (tv div tv + rot w x tw) —[ Udiv w-+ rot w x U) 
(69) 4 R R 
— Mr = ft x (tw div w + rot w x ww) — [ı x (Udivmw-+rotwx MU). 
[ A R 





15) Man beachte, daß z. B. der Druck der Flüssigkeit auf die Wandung im Falle des inneren Problems durch 
unser ®,,, im Falle des äußeren durch — 8, gegeben ist! 
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Gemäß (60) darf man in dem letzten Integral rechts für — $?»-das Glied mit rot iv unter- 
drücken und braucht dann weiter wegen (59) das verbleibende Integral nur noch über 
den Außenraum A zu erstrecken. (68) sind die Lagallyschen Formeln für das Innere 
(und zwar für das hier vorliegende Singularitätensystem A;), (69) die für das Äußere. 

Man sieht: Um ein vollständiges Bild von dem System der Singularitäten zu be- 
kommen, das einen Körper ersetzt, hat man sich an diesen Singularitäten die entspreche- 
den Haltekräfte angebracht zu denken. 

Der hier gebrachte Gedankengang läßt sich statt auf geschlossene natürlich auch 
auf offene (starre) Oberflächen anwenden. Als Beispiel betrachten wir ein Stück der 
Oberfläche des Halbkörpers, welcher der Strömung in Fig. 1a entspricht. Es sei 
bereits so lang gewählt, daß an seinem Ende die Abflußgeschwindigkeit zu U und daher 
der Druck zu O0 angenommen werden darf. Ist dann fi» der Druck der Schale auf die 
Flüssigkeit, so ergibt das Newtonsche Grundgesetz angewandt auf den Bereich, der von 
der festen Schale und deren Grundfläche gebildet wird, sofort 


a) 
A +Sir=ell. 


Da nun im Gebiet A der Quellen deren Eigengeschwindigkeiten vernachlässigbar sind, 


hat man 
iv u 
A=1AJj=el, 


Sr = (), 
Für die Außenströmung bedeutet dies dann: ein Halbkörper erleidet in einer Parallel- 
strömung keinen (Druck-)Widerstand 1°). 

22. Diskrete Singularıtäten. Wir betrachten den Fall, daß nur isolierte kleine Quell- 
gebiete A, der Ergiebigkeit e bzw. isolierte dünne (geschlossene) Wirbelröhren A, der 
Stärke F auftreten und sich auf punktförmige Quellen bzw. linienförmige Wirbel (Wirbel- 
fäden) derselben Ergiebigkeit e bzw. derselben Stärke T zusammenziehen. Nach (57) 
dürfen wir dann bei der Berechnung der zugehörigen Haltekräfte bzw. -momente die 
Eigengeschwindigkeit des betreffenden Singularitätengebietes A, oder A„ unterdrücken; 
die jeweils verbleibende Geschwindigkeit i* ist dann innerhalb eines solchen Quell- 
gebietes A, bzw. einer solchen Wirbelröhre A, stets endlich und stetig, so daß man unter 
dem Integralzeichen zur Grenze übergehen darf. Man erhält dann für die Quelle 


mithin also 


(70a) th = [w div wdr = [w* div wdr — ew* 


Dy Dg 


und analog 
(70b) Mn=ıxem*, 
und für den Wirbelfaden mit dem Linienelement d3 unter Beachtung von (61) 


(71a) fa = [rot wx wdr= [rot wdr x wt — rfas x w* 


w Do 

und analog 
(71b) Mı=Ffrx (dsx w*). 

Aus der Haltekraft für eine Quelle folgert man sofort, daß für einen Dipol d = mt 
(72a) a = (d -A)w* = m(t-A)mw* 
(72b) M,=dx mnt=mtx mw* 


16) Vgl. Prandtl-Tietjens, a.a. 0.2), S. 16. 








un | —o 
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ist, wo i* wieder die Geschwindigkeit ohne den Dipol d an dessen Mittelpunkt bedeutet 
und das Moment auf diesen Mittelpunkt bezogen ist; man sieht: hier existiert keine 
Einzelkraft. — Befindet sich z. B. ein einziger geschlossener Wirbelfaden in einer Parallel- 
strömung, so erhält man für die Haltekraft bzw. das Haltemoment 


(73a) = rfas x U=0 wegen fas = 0 
(73b) M=Ffrx(dsx U). 


Multipliziertt man den Integranden von Wi, aus, und verwandelt die entstehenden Aus- 
drücke (nach dem Stokesschen Satz) in Flächenintegrale, so hat man 


(74) M= TE x U, 
wo % die im Sinne einer Rechtsschraube orientierte Fläche des Wirbelfadens ist. Noch 
rascher erhält man das letzte Resultat, wenn man den Wirbelfaden als einen Dipol 


[Fdo — FT auffaßt, was erlaubt ist, und die frühere Formel (72b) anwendet. — Es sei 


bemerkt, daß die entsprechenden Formeln von Lagally die einfachen Resultate (73) nicht 
ergeben, da bei Lagally iw* nicht die Geschwindigkeit ohne den Wirbelfaden bedeutet; 
daß man die Eigengeschwindigkeit eines Wirbelfadens unterdrücken darf, hat Lagally 
nicht bemerkt !7). 

Aus der Haltekraft für eine Quelle ergibt sich speziell das Coulombsche Gesetz: 
Eine in Q, befindliche Quelle e, zieht eine in Q, befindliche Quelle e, mit der Kraft 
e an, wo e der Einheitsvektor von Q, nach (Q, ist (e = 0,0, /r). 

Aus den Formeln (73a, b) für einen Wirbelfaden folgt noch: Ein einzelner (z. B. 
kreisförmiger) Wirbelfaden kann in sonst ruhender Flüssigkeit sich nicht, ohne seine 
Gestalt zu verändern, mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegen. Sonst hätte man 
nämlich von dem Wirbelfaden aus gesehen eine streng parallele und stationäre Anströ- 
mung {ll}, für die nach (73a) wohl keine Kraft, jedoch 
nach (73b) bzw. (74) das Moment F’%% x U nötig wäre. 

Mit Hilfe der Formel (74) läßt sich das zweite 
Glied in dem letzten Integral rechts für — W; in (69) 
derart umformen, daß ll aus dem Integral herausgezogen 
werden kann. Gemäß (74) beträgt nämlich der Beitrag 
einer dünnen Wirbelröhre der Stärke dT 





ATS xU, 
also wegen % = } (rt x d3) (Fig. 22) und dl ds = rot wdr Ä 
u ı f(ex rot wde) xU, Fig. 2. 
d.h. es gilt für eine und daher auch für beliebig viele Wirbelröhren 
(75) [tx ttwx U)=}/[(txrotm) x U. 


Ersetzt man in den erhaltenen Ausdrücken für die Haltekraft bzw. das Haltemoment 
einer diskreten Singularität iv* durch U, so hat man die entsprechenden Ausdrücke für 
die Haltekraft bzw. das Haltemoment diskreter Singularitäten in einer Parallelströmung 
{ll}; der Beitrag einer Quelle bzw. eines Wirbelfadens beträgt danach 


ell bzw. rxel=axtt 
TfasxU=0 bzw FTftx(sxü)=fTAxU. 


Damit erhalten wir für den Fall, daß nur punktförmige Quellen und linienförmige Wirbel 
vorkommen, wobei wir die Fläche selbst ebenfalls als Grenzfall solcher diskreter Singu- 





17) Vgl. Lagally a.a.0.!), S.421 u. 8. 219—220. 
Journal für Mathematik, Bd. 182. Heft 2, 12 
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laritäten auffassen, die (68) und (69) entsprechenden Formeln 
ir = Zfew* + Tf (ds x w*)} 
Mr — ft x ewt + P [tx (ds x w*)} 
— fir = Zfew* + Tr f(ds x w*)} — Zfel+ Pf(ds x U)} 


— Mr = Zftxew*+ Tftx(dsx w+)} — Sftxell+ PFftx (dsx U}; 


(76) 


(77) 


kommen auch noch Dipole vor, so liefern diese gemäß (72) z.B. zu — tr bzw. — Mi; 
die Beiträge 

(78a) =(d - Y)10* — Al -Y)U 
bzw. 


(8b) Lex BE WW +PRx mW} — Ztxd-WUEXW}, 


wobei (d -Y)U = 0 ıst. 

23. Ersetzen wir den diskreten Wirbelfaden in bekannter Weise durch eine Dipol- 
lläche F, so gelangen wir zu Ausdrücken für ft, und M,, die mit den früher angegebenen 
(71) ihrem Werte nach übereinstimmen müssen. Wir denken uns auf der eingespannten 
Dipolfläche eine feste Einteilung in Flächenelemente do gegeben, und berechnen die Halte- 
kraft bzw. das Haltemoment pro Element do = den. Da die Dipole auf sich selbst keine 
Kraft und auch kein Moment ausüben, so dürfen wir deren Eigengeschwindigkeit vernach- 
lässigen. Ist also tv* die Geschwindigkeit ohne die Dipole, d. h. ohne den Wirbelfaden, so 
erfordern diese pro Element do bzw. die Haltekraft 

P(do - V)w* 
und das Haltemoment (hier bezogen auf den Koordinatenursprung O) 
x F(do- 9) w* + Tdo x w*. 

I. a. ist dies jedoch noch nicht der volle Beitrag von do. Fassen wir nämlich in gewohnter 
Weise die Dipolbelegung als Grenzfall einer doppelten Quellbelegung auf zwei zu F 
parallelen und im kleinen Abstand a verlaufenden Flächen auf, so werden sich für die inner- 
halb des Volumelementes dr = ado befindlichen (räumlich verteilten) Quell- und Wirbel- 
massen div iv = div iv*, rot iv —= rot w*, obgleich a und damit dr — O0 geht, infolge der 
dort im Grenzfall «— 0 herrschenden unendlich großen Geschwindigkeit i. a. endliche 
Haltekräfte ergeben. Beachten wir, daß für einen innerhalb dr befindlichen Beobachter 
beim Grenzübergang a — 0 die beiden begrenzenden Flächenelemente do als zwei parallele 
unendlich lange Ebenen erscheinen, so können wir für die dort herrschende Geschwindig- 
keit ansetzen: 


wo it’ von den übrigen Singularitäten herrührt und stets endlich ist. Hieraus ergibt sich 
für die zugehörige Haltekraft 


Kn = (mw div w* + rot w* x w)dr 
mit dr = ado für a— 0 der zusätzliche Beitrag 
— FT (div w* do + rot w* x do). 
Integriert man über die Fläche F, so erhält man also als Haltekraft bzw. Haltemoment 
der Dipolbelegung 
u= FT f (do - V)mw* — F f {div w*do + rot w* x do} 


79 
- Mı— Ff {tx (do-Y)lw* + (do x w*)})— FT frx {div m*do + rot w* x do}, 
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und diese Ausdrücke müssen bzw. den beiden folgenden gleich sein: 
ua=Tf[(ds x w*) 
M=Tfrx (ds x w*). 
Durch Wegheben von T ergeben sich hieraus zwei Integralumwandlungen, die sich 
natürlich auch direkt mit Hilfe des Stokesschen Satzes beweisen lassen. Umgekehrt 
führt die Kenntnis dieser Integralumwandlungen von (79) sofort zu (80). 

24. Die Größen I., M. auf eine zweite Art bestimmt und gedeutet. Hierzu gelangen 
wir auf Grund der Bemerkung, daß dp = w— ll in 8, und M, linear eingeht (vgl. 2). 
D.h. aber: Ist {m} eine andere Strömung mit den entsprechenden Größen 8,, M, und 
gilt im Unendlichen 


(30) 


> 1 
D—- Wu, 


bzw. für die dort existierenden Potentiale 


2 1 
Y ” 4 r? ’ 
so Ist 
een Mer Me. 


Wir fassen nun das gesamte Singularitätensystem A als Grenzfall endlich vieler dis- 
kreter Quellen und Wirbel auf, und ersetzen gleichzeitig jeden Wirbelfaden durch eine 
Dipolfläche. Dann dürfen wir nach dem soeben erhaltenen Resultat und gemäß Nr. 4 
dıe gesamten Quellen durch eine Quelle, die sog. Schwerpunktsquelle von der Ergiebig- 
keit Zein Zer/Ze, und die durch Dipolflächen ersetzten Wirbelfäden durch einen Dipol 
ZT 75 ersetzen. Es ist also nach (70) und (71) 


8. = Ze - U = zell . 
zer 
ze 
Ersetzt man hierin F% X ll vermöge (73b) durch T [rt x (ds x U), so gelangt man durch 


Verschmierung sofort wieder zu den früher erhaltenen Formeln. 


x 2e- U+- II x Us= 2 Kit xel) + (F5 x U}. 


I 0) — “ 


S 7. Weitere Formeln. 

25. Im folgenden bringen wir weitere Ausdrücke für 8; und M;-, die gegenüber den 
bisherigen den Vorzug haben, daß in ihnen keine Integrale über den Innenraum / aul- 
treten und vernachlässigbare Eigengeschwindigkeiten gestrichen sind. Wir setzen 
w = U + vd, wo also vd von dem gesamten Singularitätensystem A = A; + A, herrührt. 
Indem wir in A; und A, die Wirbelfäden P’ und P abspalten, für sich zusammenfassen 
und die entsprechende Zerlegung für die Geschwindigkeit v vornehmen, erhalten wir 
[A=4&+(P’+P)+Ä, 
lb=u+ 4 + 
und im Spezialfall, daß A, abgeschlossen ist, 

(81) Fee 

= +. 
Indem wir weiter von den inneren Formeln für tr und M; ausgehen: 


(31) 


>] 
Ss 
Er 7 


id 
(82) ft» bzw. Mr = ar 


gelangen wir durch Aufspaltung des Singularitätengebietes A sowie der Geschwindigkeit 
tv und Unterdrückung der Eigengeschwindigkeit jedes abegschlossenen Teilsystems 


12° 
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gemäß (57) zu übersichtlichen Formeln, die besonders handlich werden, wenn wir.A; 
über die Fläche F ausbreiten. Durch Übergang von A; zu dem komplementären A, 
vermöge (57a) erhält man zu jeder inneren Formel eine entsprechende äußere. — Abspal- 
tung der Geschwindigkeit U ergibt 


(83) Masmaarm: 


hieraus folgt durch Übergang zu A, vermöge (57a) 


(8% (al-tat-tal- 


Ersetzt man in (84) d durch w — U, so kommt man auf die früheren Lagallyschen For- 


meln für das Äußere zurück. Die Zerfällung A; = A, + P’ bzw. , = A, + P in den 
von U freien Gliedern in (83) und (84) liefert, wenn man die Eigengeschwindigkeit von 


A, und A, gleich vernachlässigt, 


o HEREREG 
on (9-92) 


26. Umformung von er. Für ” d.h. die Haltekraft bzw. das Haltemoment 
in der Strömung {ll} können wir z. B. die folgenden Ausdrücke angeben: Wir denken 


uns A; auf F ausgebreitet und aus Quellen und Wirbeln bestehend. Erinnern wir uns, 


daß diese Quellen und Wirbel gemäß (31) bzw. mit den Dichten do - [m] und do x [mw] 
verteilt sind, so haben wir für die Kraft 


(87) [ — [ üdao [w]") -+ (do x [m]’) x U 
und speziell für das zum ie gehörige Wirbelsystem 
(88) [= [ta xw)x U}, 
und analoge Ausdrücke für Pi Moment. — Verwenden wir die soeben erhaltene Formel, 


so gelangen wir von (85) und (86) zu den expliziten Ausdrücken für $t; 
(89) Str = [ (do x w) x U+ [{(q+ v,)divw rot wx (g+,)} + [{rot w x v) 
F h, pP’ 
(90) Str = [ (do x w) x U— [{(q +d,)divmw-- rot wx (+ v)} — (rot m x d) 
F 4 P 
und analogen für My, in denen der Einfluß der einzelnen Singularitäten in Evidenz 
gesetzt ist (man beachte, daß für P’ und P gilt 
dvm=0). 

In dem Integral (88) können wir U heraussetzen. Zu dem verbleibenden Teil liefern 
dann nach (60) nur die Wirbel P’ einen Beitrag, deren Existenz eine Zirkulation um den 
Körper nach sich zieht, der also füglich als (räumlicher) Zirkulationsvektor 3 bezeichnet 
werden kann; dann lautet der betreffende Beitrag zur Haltekraft 

u 

91 u 

m EIER 
und stellt, wie man sieht, die Verallgemeinerung der Kuttaschen Kraft dar. 


Wir zerfällen | ei 


(92) la) -(p}+ a} 


gemäß der Zerlegung 











hi; 
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Im Falle der Kraft ergibt dann der erste Summand rechts die obige Kuttasche Kraft 
(91), die wir, falls P’ auf F gelegt wird, offenbar auch in die Form 


(93) [tdo x [al’) x U 


setzen können; der zweite Summand ist = 0, wie man z. B. erkennt, wenn man A, aus 
lauter Dipolen oder lauter Wirbeln aufbaut. Im Falle des Momentes ergibt der zweite 


op op 
Summand, wenn man A, aus (Juellen und Dipolen mit den Dichten = nn ), 
en on 


— (9 — p') gemäß Nr. 17 aufbaut 


Sfr fen] 


mit — 4 Un = 0, woraus hervorgeht, daß man die eckige Klammer nur bis auf Viel- 
en 


fache des Vektors U zu berechnen braucht. Nun ist nach (50) 


Sr? a0 = — [ua = — [u wrar = [uar en ujar 
on f ; ; 


9. 
fi = do = f grad p'- do = | grad p' dr = [w'ao 
. on u 
mithin 


(95) [1 U x [% do. 


r 


27. In ähnlicher Weise, wie I könnten wir auch die beiden anderen Summanden 


in (85) in Integrale auf # verwandeln. Verwenden wır für A; nur Quellen und Wirbel und 
legen sie auf F, so können wir auch alle drei Summanden zusammen in ein Flächeninte- 
gral verwandeln. Für die Kraft ergibt sich dann gemäß (31) und (32) 


= mtr . = -- m* 
(96) Str -[ -- a - do » [1%]" -+ (do x [m]”) x 57 
und speziell bei der Totwasserströmung 
.. m 
(97) str = | (do x mw) x 5° 


Ähnliche Ausdrücke ergeben sich für das Moment, aus denen rückwärts durch Aufspalten 
der Singularitäten und der Geschwindigkeit und Ausnutzung der Beziehungen (57), 
(58) Formeln vom Typ (93) erhalten werden können. 

28. Was die rechnerische Bestätigung der erhaltenen Formeln anbetriflt, so sei 
kurz folgendes bemerkt. Die sich aus (84) und (88) ergebende Gestalt der Lagallyschen 
Formeln für das Äußere erhält man auch direkt dadurch, daß man in den Formeln (52) 
tw durch U + v ersetzt, die Integrale in zwei Teile aufspaltet, einen in dem U und einen 
anderen in dem nur d als Geschwindigkeit auftritt, und den letzteren Teil direkt nach 
der unter Nr. 19 gebrachten Methode umwandelt (wobei die unendlich ferne Kugel X, 
keinen Beitrag liefert!). — Die Äquivalenz von (87) und (88) ergibt sich so: Denkt man 
sich die Quellen und Wirbel auf einen schmalen Zwischenraum Z verschmiert, so daß 
I=Z-+S5 ist, und berechnet die Haltekräfte durch Integration über Z, so ergibt sich 
ım Grenzfall (87); dieselbe Rechnung auf $ angewandt liefert eine Identität: 0 = etwas, 
die zu (87) addiert, (88) ergibt; ähnliches gilt für die Äquivalenz von (96) und (97), 
wobei hier noch eine kleine Zwischenumformung nötig ist. 

Es sei noch bemerkt, daß die gemachte Einschränkung, daß alle Wirbelfäden im 
Endlichen liegen, keineswegs notwendig ist. Besteht z. B. das Wirbelsystem aus den von 
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einem Prandtlischen Tragflügel abgehenden Wirbelfäden, für die, da sie ‚„‚frei‘‘ sind, not- 


wendig rot w x w=(, d.h. rot w || m ist, so gilt also 
[pi=0. 


Die Formeln für das Innere gelten in der gleichen Weise auch hier noch. Beim Übergang 
zum Außenraum tritt an Stelle der früheren Gleichung 


Krlaplal=[ihemn. 


Ial-teltiacäl 


S 8. Der Spezialfall: Körper in Parallelströmung; Kirchhofis Satz. 


dıe neue 


29. Hier ıst A, = 0, A; = A,, also nach früherem 


u 
, == == ( 
SU | + ) 


wel teux [od 
0 


rm , . jr . . . . 
mit . + U:-n=0. » und damit auch f pdo hängen von 1 offensichtlich in linearer 
ol 


Weise ab. Ist also in bezug auf ein Dreibein 
U= Ue, + Use, + Ust; 
und entsprechend 
y=lıpı +29, + Ust; 
wo g; zu e; in derselben Beziehung wie p zu U steht, so daß also 
ist, so gilt 
[ pdo =U, [ y,do + U, Ydo -+- U; Pzdo , 
wo do = (do,, dos, doz3) = (X, X, X) do, mit der Koeffizientenmatrix: 
JS vıde, JS vede, S vsde, 
S rıds; S v2de; S Y3do; 
[vıdo; f[wedo; Sf Vsdoz. 
Wir zeigen, daß diese Matrix symmetrisch ist. Um nachzuweisen, daß z. B. 
[ rıde; m [ vade, 
ist, setzen wir in do, = &,do und de, = a,do für die Größen a, und x, ihre Werte 


IRB. und BR." und erhalten nach Unterdrückung des Minuszeichens 


© Op 


on on 
eine Beziehung, die nach (41) zu Recht besteht. Aus dem Obigen folgt also in bekannter 
Weise: Wird ein Körper in eine Parallelströmung getaucht, so erfährt er keine Kraft, 
wohl aber i. a. ein Moment; letzteres verschwindet jedoch für mindestens drei ausgezeich- 
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nete aufeinander senkrecht stehende Richtungen von U (Satz von Kirchhoff '#)). — Ist 
der Körper ein Ellıpsoid, so fallen diese Richtungen in die der drei Achsen, wobei übrigens 
die Richtung der kleinsten Achse die stabile ist. Der Kirchhoflsche Satz gilt auch für 
durchlochte Körper, sofern nur die Außenströmung singularitätenfrei ist; findet jedoch 
eine zyklische Umströmung des Körpers statt, so kommt dies einer Dipolbelegung eines 
passenden Querschnittes gleich, so daß dann die Voraussetzungen des Satzes nicht mehr 
zutreflen. 

Der Spezialfall der quer angeströmten Platte sei noch näher betrachtet. Fig. 23 zeigt 
das Wirbelsystem und die Haltekräfte für die beiden Plattenhälften, deren Größe eine 
— 27 
Vb: — 72 
nun eine zur Hälfte in Wasser eingetauchte Platte mit konstanter Geschwindigkeit U durch 
die Flüssigkeit, so ergibt sich als Strömung die untere Hälfte der in Fig. 23 gezeichneten 
Plattenströmung; Fig. 24. Man sieht, daß auf die Platte eine Haltekraft von der Größe 


einfache Rechnung (di Wirbeldichte ist hier — zu 2bU? liefert. Bewegt man 


— 


u b 





A 




















2bU? nach oben ausgeübt werden muß, die Platte also mit der entgegengesetzten Kraft 
nach innen gesaugt wird (Saugwirkung einer Schneide). Wird die Platte während der 
Vorwärtsbewegung plötzlich herausgenommen, so wird sich das in Fig. 24 gezeichnete 
Wirbelsystem momentan einstellen, jedoch im nächsten Augenblick infolge Fehlens der 
Haltekraft rasch zerfallen. 


. *®) Vgl. Kirchhoff, Mechanik, Leipzig 1876, 19. Vorlesung, S. 236, und Lamb, a.a.0.#), S.179. Bei Lamb 
findet man auch einen Nachweis für die folgende Tatsache: Ist in dem Achsensystem der drei ausgezeichneten Rich- 


tungen die obige Matrix 
AO OO 
( 0). 
00c 


/ 


so ist von den drei Anstell- (d.h. hier Achsen-)Ricehtungen nur eine ‚‚stabil‘‘, und zwar jene, die dem größten der 
: . . . . A ep 
drei Werte A, B,C entspricht (A B,C sind nie negativ; so ist z.B. A - [nı 76 = 2 [graa: 9n:»» ): Denkt 
on . 
man sich also das Ellipsoid 
(+) Ar? + By? + C2? = const. 

gezeichnet, das im Körper festliegt, so fällt die stabile Richtung mit der der kleinsten Ellipsoidachse zusammen. — 
Ist der Körper speziell ein Ellipsoid, so ist wie man sofort sieht, das Ellipsoid (+) bei passender Wahl der Konstanten 
mit dem Körper identisch. Die stabile Anstellrichtung ist dann also die der kleinsten Körperachse. Dieses Resultat 
steht in Übereinstimmung mit der bekannten Erscheinung, daß ein länglicher Körper, wie z. B. eine Platte, stets be- 
strebt ist, sich mit seiner Breitseite gegen die Strömung zu stellen. 
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Zusatz betr. den Druck im Innern des Körpers. Denken wir uns den Körper nach der 
Methode des Totwassers durch Wirbel ersetzt, so herrscht im Innern sicher ein konstanter 
Druck. Wir können diesen jedoch nicht beliebig vorschreiben: Sein Wert ist vielmehr 
durch die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen bestimmt, sobald man die sonst 
noch angreifenden Fremdkräfte kennt. In unserem Falle folgt sein Wert leicht so: Da z. B. 
im vorderen Staupunkt die Flüssigkeit ruht, dort also die Haltekraft ft, = rot mw x w 
verschwindet, so ist an dieser Stelle, wenn wir noch voraussetzen, daß dort keine 
weitere Fremdkraft wirkt, die treibende Druckkraft ebenfalls = 0, d.h der Innendruck 


2 
muß gleich dem Staudruck p,= p, + ei (p, der Druck im Unendlichen, U die An- 


strömungsgeschwindigkeit) sein. Dies bedeutet, daß dann auch im Innern die Bernoulli- 

sche Gleichung gilt, und ebenso in einem 

Bereiche, der, wie in Fig. 25, über die Be- 

grenzung hinüberreicht; d.h. aber dann: 

hier ist die Haltekraft it, des Wirbels tat- 

sächlich = rot w x mw, eine Zusatzkraft im 

Sinne der Ausführungen von Nr. 19 also 
nicht vorhanden. 

Liegt z.B. eine ebene Strömung vor, 

Fig. 25. so wirkt St, senkrecht zur Oberfläche nach 

innen, muß also zusammen mit dem nor- 

malen Druckgefälle die Radialbeschleunigung des dort liegenden Teilchens ergeben, 

(26)? 


d.h. - 
r 











‚ wo c die Größe der Außengeschwindigkeit und r den Krümmungsradius be- 


deutet. Denkt man sich die Wirbelschicht von der kleinen Dicke a so ist nach Fig. 26 in der Tat 


ce (36) 


Ür IRRE u a 
’ a N 


also die Haltekraft 


die Druckkraft ist aber 


1.2 

—ıq, 

; 
mithin die Gesamtkraft 

2 

er ”) 

d.h. gerade gleich der Radialbeschleunigung °). 
y 





Fig. 26. 


19) Eine Anwendung dieses Gedankenganges auf die bekannte Kirchhoffsche Plattenströmung mit Totwasser 
bringt eine demnächst erscheinende kleine Note des Verf. unter dem Titel: Zur Theorie der Kirchhoffschen Platten- 
strömung. 














4 
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Nennen wir die evtl. zu der Haltekraft $, hinzutretende Zusatzkraft $;, so können 

wir auch direkt mit der Bewegungsgleichung arbeiten, die dann so lautet: 

d h B 

an —= wdivw-+ grad > +rotwxw=—gradp + Su +. 
(Man beachte, daß hier in der Mitte nicht einfach Masse - Beschleunigung steht, sondern 
infolge des Gliedes iv div iv gemäß Newtons Grundgesetz die Änderung der Bewegungs- 
größe, in welcher also die Änderung der Masse mit einbegriffen ist. Im Falle der Prandtl- 
schen Tragflügeltheorie ist z. B. die Bernoullische Gleichung als überall erfüllt ange- 
nommen, ferner divw= (0, also die wirkende Fremdkraft in Übereinstimmung mit 
unserem früheren Ergebnis = rot iv x mw und u =. 


& 9. Über den rechnerischen Nachweis, daß eine Wirbelröhre bzw. ein Wirbelfaden auf 
sich selbst weder eine Kraft noch ein Moment ausübt. 

30. Arbeitet man gleich mit dem Wirbelfaden, und denkt sich diesen durch Dipole 
ersetzt, so läuft, da ein Dipol auf sich selbst keine Kraft ausübt, der Nachweis darauf 
hinaus, zu zeigen, daß zwei (getrennte) Dipole d, und d, an den Stellen Q, und Q, weder 
eine Kraft noch ein Moment aufeinander ausüben. Indem wir fordern, daß die Zeiger 
i und k stets verschieden voneinander und nur der beiden Werte 1, 2 fähig sein sollen, 
führen wir die Bezeichnungen ein: Q, sei der Koordinatenursprung (0, 


L = 00,, tg = Or, 
10;; die vom z-ten Dipol an der Stelle des k-ten Dipols induzierte Geschwindigkeit, $t; 
und MW; die Haltekraft bzw. das Haltemoment des :-ten Dipols. Dann ist nach (6b) 


wa=— YO Y), 
und nach (72) 
N; = (d; . V) Wi, 
IM; = uvx + d; X Wi. 
Zu zeigen ist: 
+ = 0, MM, =0. 


Diese Behauptung ist gleichbedeutend mit den beiden folgenden leicht verifizierbaren 
Relationen 


Il_o 





eyrlen, + pylev, 


2 Ta 12 


(98) | 








1 1 
9x ven, |+ex ya. | = mx wv[e-v, | 
1 2 


n "31 ı fa 2 1ı 1 "je- 
Da die linke Seite der letzten Gleichung symmetrisch in den Zeigern 1 und 2 ist, so muß 
sie auch 


(98a) = Tja X (dı:V)V ® -y) = 
1 2 2 Taı 
sein, eine Beziehung, die aus der vorigen Gleichung einfach durch Verlegung des Koordi- 
natenursprungs von Q, nach Q, entsteht. 

31. Wir können aber auch mit der endlichen Wirbelröhre arbeiten. Sei c = rot w 
und, da c innerhalb der Röhre stetig und endlich ist, |c| s €, wo € fest ist. Bedenkt 
man, daß das von einer beliebigen Wirbelröhre induzierte Geschwindigkeitsfeld um so 
„langsamer“ wird, je weniger Wirbelmasse vorhanden ist, und in die Ruhe übergeht, 
wenn die Wirbelmasse verschwindet, so leuchtet ein, daß man die gegebene Röhre vom 
Volumen V und der Stärke T in soviel (es seien n) Teilröhren vom Volumen V; und der 


Stärke T; aufteilen kann, daß die von einer beliebigen (es sei die :-te) Teilröhre hervor- 
Journal für Mathematik. Bd. 182. Heft 2. 13 
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serufene Geschwindigkeit iv; ihrem Betrage nach kleiner als eine vorgegebene Zahl 
e> 0 wird. Für die Haltekraft bzw. das Haltemoment 


= [(ex mw), M= [tx (ex mw), 


i-te Röhre i-te Röhre 
die eine solche Teilröhre in ihrer Eigenströmung {m;} erfordert, gilt dann eine Abschätzung 
(99) st; | — zeV,, | M; | uev; 


(x, « Konstante, die unabhängig von der betr. Teilröhre sind), aus der durch Addition 
über alle Teilröhren sich ergibt: 
(100) 2 K|sxel, 2 M;|sueV. 


Um z. B. eine der ersten Ungleichung von (99) genügende Konstante x zu finden, 
bilden wir von St; das Quadrat 
ehe fdrke x w;)- fdr(e x w;), 
für das wir, wenn die dem Element dr’ entsprechenden Größen ebenfalls durch einen 
Strich gekennzeichnet werden, offenbar auch schreiben können: 
| 2= [fdrdr(ex w)-(d x wi). 
Hier ist aber der Integrand ?°). 
' ‚ Ic- ec w;-c 
EEE ri: wi 10; Wi 
und daher seinem Betrage nach < 2e?C?, mithin 
L3.5- 222? Sf dt dt' = 22C? m, 
d.h. 
|| szeV; 
mit z=Y2C. 

Aus (100) geht hervor, daß wir bei der Bestimmung von fi, und M, für die Wirbel- 
röhre im Grenzfall einer beliebig feinen Aufteilung in Teilröhren, so daß also e — 0 ist, 
von der Beeinflussung der Teilröhren auf sich selbst absehen dürfen. Es braucht daher 
nur noch gezeigt zu werden, daß die gegenseitige Beeinflussung aller Teilröhren aufein- 
ander insgesamt = 0 ist, eine Behauptung, die offenbar erwiesen ist, wenn sie für irgend 
zwei Teilröhren zu Recht besteht. Da nun von einer Teilröhre nur das Geschwindigkeits- 
feld außerhalb ihrer benutzt wird, so kann man sich die Röhre jeweils auf einen Wirbel- 
faden zusammengeschrumpft denken. Dann lautet die zu beweisende Behauptung: 
Irgend zwei getrennte Wirbelfäden üben insgesamt keinen Einfluß aufeinander aus, eine 
Behauptung, deren Richtigkeit offensichtlich von der Stärke der Fäden unabhängig ist, 
so daß diese in dem nun folgenden Nachweis als beliebig angenommen werden darf. In 
der Dipolauffassung ist die letzte Behauptung evi- 
dent, da zwei Dipole insgesamt aufeinander nicht 
einwirken. Wir wollen aber ohne diese Auffassung 
durchkommen, und führen den Beweis zunächst für 
die Kräfte, sodann für die Momente. Dazu be- 
zeichnen wir die einzelnen Fäden durch €, &, ihre 
Linienelemente durch d3, d3’, ihre Stärken durch F, FT’ 
iv, iv’; generell sei die einzelne Stelle von € und €’ 
durch s und s’ charakterisiert; tr bedeutet z. B. den 
von der Stelle s nach der Stelle s’ gezogenen Vektor; 

Fig. 27. t, sei wie üblich der vom Ursprung O zu der Stelle s ge- 
zogene Ortsvektor. Die Haltekräftebzw. Haltemomente 
von € und €’ in den Strömungen {w’} bzw. {tiv} seien bzw. #, M bzw. 0’, M’; (Fig. 27). 


20) Siehe Lagally a. a. 0. ®), 8.33, Gl. (52). 





und ihre induzierten Eigengeschwindigkeiten durch _ 








V 





hl 
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a) Kräfte. Nach (71a) ist die Wirkung von E’ auf € 
= rTfdsx w 


wo nach (27) 


d.h. 


(101) 1 = [as % [ as’ x MR u [fs SL ds’ v \ 
An } > Az F 75 


Entwickelt man den Integranden 


Y,; | #7 ds , . 

(102) ds x (as x = = — u - u, 
n Fu > 
6, x gs 


so verschwindet der Beitrag des ersten Summanden 


LU n ds n ‚ 7 e ds 
—— dä = I ds 
3 3 , 
r # 
58 Er‘ 


da das innere Integral nach dem Stokesschen Satze verschwindet: 
(105) ["- =() 


(jedes kugelsymmetrische Geschwindigkeitsfeld ist rotationsfrei). Bleibt also der zweite Sum- 


mand, der zusammen mit dem entsprechenden Summanden von $ offensichtich 0 ergibt. 
b) Momente. Nach (71b) ist die Wirkung von €’ auf & 


M=-rFfux [dsx w’], 


d.h. nach (27) 


rr' N T,’; Fr 
4) M = -— x Ids x 3x --|= -,— x 
(104) M |" is f“ X 5: hr IE 


Entwickelt man hier die eckige Klammer wie oben, so erhält man für den Integranden 








.,, 
(ds X pr x 3 
P> 
Fr 


R/ 


T, - d3 se Tr M Y,,; 
u. (1, x ds’) — (ds - ds’) Z—E, 
#8 8’s 


und der zweite Summand mit dem entsprechenden von M’ zusammenfaßt ergibt 
wieder 0. Ersetzt man im ersten Summanden rt, durch t, + r,,, so spaltet er sich in die 
beiden Teile 
L,, ds WW, ds 
- —— (te X dß') + — ti X di) 
4 r?> 
ER SR 
auf, von denen der erste Teil, da y x ds’ von s nicht abhängt, wieder wegen (103) 
bei der Integration O0 liefert; für den Zähler des zweiten Teiles kann man offenbar 


schreiben: 

Yu d8 (u, X d8’) = 1, X {te X ds’) x ds}, 
woraus hervorgeht, daß er mit dem entsprechenden Summanden von M zusammen- 
gefaßt ebenfalls O liefert. 


Dritter Abschnitt. 
Das entsprechende ebene Problem. 


32. Alle vorstehenden im Raum durchgeführten Überlegungen lassen sich mit 
geringen Änderungen auf die Ebene übertragen. Dabei stellen wir uns in bekannter Weise 


13* 
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die ebene (in der x, y-Ebene verlaufende) Strömung stets als eine räumliche von der 
Höhe 1 vor, und beachten, daß in alle Überlegungen und Rechnungen im Endresultat 
nur die (zur z-Achse parallelen) Mantellinien und -flächen bzw. deren Spuren in der 
x, y-Ebene, nicht aber die (zur x, y-Ebene parallelen) Grund- und Deckflächen eingehen; 
kurz ausgedrückt: Wir denken räumlich, rechnen aber in der Spuren-Ebene x, y. Dem- 
gemäß übernehmen wir auch die Bezeichnungen von früher; dabei ist jetzt z. B. unter 
dt das Produkt df - 1 zu verstehen, wo df die Spur des Zylinderchens vom Inhalt dr be- 
deutet. — Wir wollen jetzt nochmals alle unsere früheren Überlegungen rasch durcheilen 
und an einigen Stellen die entsprechenden Übertragungen angeben bzw. andeuten. 


. 33. Die Potentiale ebener (Quellen und Dipole unterscheiden sich von den ent- 
sprechenden räumlichen dadurch, daß 4x durch 2x und s durch log = zu ersetzen ist. 


Als Reihenentwicklung für eine Quelle bzw. einen Dipol hat man in Analogie zu (8) 


(105) | 





aus denen ähnlich wie im Raume folgt: Zwei Quellen wirken im Unendlichen bis auf 


Glieder von höherer Ordnung als = 


ed + 0, 
eı-+ 





a) wie die zugehörige Schwerpunktsquelle der Stärke e, +e, in 


false, +, #0; 
b) sonst wie der Dipol e,a, + &0, in ©. 
Zwei Dipole wirken entsprechend im Unendlichen wie der Dipol d, + d, in ©. 


’ 


34. Die Unstetigkeitseigenschaften der Quell- und Dipolflächen finden sich in der- 
selben Form auch hier wieder; dasselbe gilt für Wirbelschichten und ihren Zusammen- 
hang mit Dipolbelegungen. Dem geschlossenen Wirbelfaden im Raume entspricht hier 
das Wirbelpaar (d.h. zwei Wirbel mit entgegen- 
gesetzt gleicher Zirkulation). Ist nur ein ebener 
Wirbel vorhanden, so hat man den ihn zum Wirbel- 
paar ergänzenden Gegenwirbel im Unendlichen zu 
suchen, das hier (im Gegensatz zum Raume) stets 
als innerer Punkt anzusehen ist. Die Ersetzung 
eines geschlossenen Wirbels, d. h. eines Wirbelpaares 

Fig. 38. der Stärke T durch Dipole geschieht analog wie 
im Raume: Ist eine Kurve € mit Dipolen von der 
konstanten Dichte T besetzt (Fig. 28), so ist das zugehörige Potential 








(106) =-—0, 


wo » der Winkel ist, unter dem C von P aus erscheint. Hieraus folgt das ‚‚ebene‘‘ Biot- 
Savartsche Gesetz: 


(107) io a se) 


2n\ r rı 


WO £,,€, die von den Endpunkten der Kurve nach dem Aufpunkt gezogenen Einheits- 
vektoren sind; rückt speziell der erste Endpunkt ins Unendliche, so erhält man mit 




















ıf 
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6=e, ra =r das Feld eines einzigen Wirbels: 


| „A 6. 
.(107a) w = 5 8 x r7 (= 5! x 5) , 
für das man auch 
u 1 
oder auch 
— 1 
Q — fx or: msn. BE 
(109) w=fx grad | 57 log a, 


schreiben kann. Die letzte Beziehung läßt sich so ausdrücken: Denkt man sich den Wirbel 
durch eine Quelle von der gleichen Stärke ersetzt, so entsteht das Geschwindigkeits- 
feld des Wirbels aus dem der Quelle durch vordere vektorielle Multiplikation mit £. 
Ähnlich wie für zwei Quellen gilt auch hier: Zwei Wirbel wirken im Unendlichen bis auf 


Glieder von höherer Ordnung als E | 


a) wie der zugehörige Schwerpunktswirbel der Stärke FT, + T, in u, 


falls , +N, #0, 

b) sonst wie der Dipol (T,a, + Tza,) x f= FF mit F=T,, wo % die orientierte 
Oberfläche von C ist. 

35. Die Resultate von Nr. 17 und Nr. 18 lassen sich sofort übertragen: Ist {grad p} 
eine eindeutige Potentialströmung im Außenraum A und F die Begrenzung, so kann ein zu 
{grad 9} gehöriges Singularitätensystem A, auf F wieder aus Quellen und Dipolen, aus 
Quellen allein, und aus Dipolen allein bestehen. 


Was die Ersetzung eines Körpers durch ein Singularitätensystem A; anbetrifft, so 
gibt es wie im Raum die beiden Möglichkeiten: 


(110) A = A, ) 

(111) k=4,-+P', 
wobei das innerhalb F befindliche Wirbelsystem P’ speziell wieder auf F ausgebreitet 
sein kann; der zweite Fall bedeutet, daß eine Zirkulation T, = 2 F um die Kontur vor- 


handen ist. — Das außerhalb F und ganz im Endlichen gelegene Singularitätensystern 
A, ist, wie auch jedes Teilsystem hiervon, stets als abgeschlossen anzusehen, so daß also 


das im räumlichen Fall auftretende System P hier = 0, mithin A, = A, ist. Die Halte- 
kraft ft, ist dieselbe wie ım Raum: 


(112) a =mwdıryv +rotbp x mw. 


36. Was jedoch den Wert von Is! anbetrifft (wo {vb} von dem Singularitäten- 


system 2 erzeugt ist), so besteht im Falle der Momente ein wesentlicher Unterschied 
gegenüber dem Raum: Während eine analoge Abschätzung wie dort ım Falle der Kräfte 
wieder 


(113) In) RR (für Kräfte) 
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ergibt, tut sie dies im Falle der Momente nicht mehr. Betrachten wir den Spezialfall, 


" daß nur eine Quelle e und ein Wirbel T vorliegt! 
. (Fig. 29). Hier ergibt sich offenbar ein Moment von der 
£ Größe 
r ef 
ur 


das also, wie man sieht, vom gegenseitigen Abstand der 
Singularitäten nicht abhängt, so daß letzterer auch = 0 
sein kann. Hat man beliebig viele Quellen und Wirbel 





en von den Gesamtstärken 
r e=%, F=Lr, 
f . so ist das Moment dasselbe wie das einer Quelle © und 
re eines Wirbels FT in O, d.h. aber es ist 
, puy_ef Mn i 
(114) ei 5! 5 f (für Momente), 
woraus die (58a) entsprechende Beziehung 
5 v, 1 _ Ati, 
von a 
folgt. Speziell gilt also, falls Ä 
Eu oder =0 
ist (was z, B. der Fall ist, wenn 2 nur aus Quellen oder nur aus Wirbeln besteht), 
(116) [5}=0 (ür 2=0 oder F=0). 


Mit dieser kleinen Abänderung im Falle der Momente lassen sich dann alle früheren Über- 
legungen und Formeln auf die Ebene übertragen. 
37. Liegen z. B. nur diskrete Singularitäten vor, so gelten die (77) entsprechenden 
Formeln 
— fr = 2 {eiv* + (Ftx wr)} — Zell +(Ftx U)}, 
a. . 2 {(t x ew*) +- x (TEx wr)} — 2 (t xelü) +rx (Tex WM) 


wo }0* dieselbe Bedeutung hat wie im Raume, also die Geschwindigkeit ohne die be- 
treffende Singularität an der Stelle derselben darstellt. In diesen Formeln können noch 
folgende Vereinfachungen bzw. Umformungen vorgenommen werden: 


(118) Z(FExX W=(EZT+EMEX U=(F.+ZMEX U, 


wof,=2T, d.h. = der Zirkulation um die Kontur und daher FE x U die Kuttasche 


Kraft ist ; ferner: 
(119) tx (fExW=(rx FTHxU. 
Für zwei punktförmige Quellen e,, e; im Abstand r gilt in Analogie zum räumlichen 
eı® 


Fall, daß sie sich mit der Kraft Ir anziehen; analog stoßen sich zwei Wirbel T,,F, 


mit der Kraft wir ab. 
Zar 


E 
4 
8 
3 




















ni Fr a ra A = 


Ba Bi A EEE 5 ri ae 
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Schreibt man Mf für — M;, so ergibt sich mit U = (U, V), w* = (u*, v*) 





xy | r yı 
| n= Zelt 
(120) | 
ü ze : * 1-2, | 
| RL!IUNV I— V/U 2 
Geht man vermöge der Beziehungen 
P=X-—-iY mit (X\,N)=— 
v=u— ww mit (u,o) = w 
vo» = UÜU—ıiV mit (U,V)=U 
sc + ig mit (a,y)=t 
und der Rechenregel 
a > ij _ja bi | ab 
i(a + ib) (p — ıq) 5: +i Bu 


zur komplexen Schreibweise über, so erhält man ?!) 
P=X—iY = 2 (eö* — iTö*) — 2 {eö, — iTi,) 
(121) A R - . 
M+iN= 2 (iezu* + Fzv*) — 2 {le20% + FzvV.) — i tn nd 


An 


Nur der Vollständigkeit wegen seien auch noch die entsprechenden Formeln für 
kontinuierliche Singularitäten angegeben. Ergänzen wir das Potential einer Quelle 
zu einer komplexen Größe Q = @ + iy, so erhalten wir nach Fig. 30 und gemäß der 


bekannten Beziehung log oe‘ = log o + iy 


e e 
= ,.,.1ge —2= PT iy=5;lg(2— 2). 














y A 
YA ' : 
Bi N Übergang | 
A { 
20 
j 
M i . . 0 1 m 
Fig. 30. 
Hieraus folgt für die Geschwindigkeit iv die folgende Zuordnung: 
RL ’ 1 
vr) tin 9nin,- een 
(es ist 9, = — p, auf Grund der Gauchy-Riemannschen Differentialgleichungen). Für 


einen Wirbel erhalten wir dann gemäß (109) und unter Beachtung, daß durch den Über- 
gang zur komplexen Geschwindigkeit der Drehsinn verkehrt wird, das komplexe Potential 
aus dem der Quelle, indem wir e durch T ersetzen, und den entstehenden Ausdruck noch 


mit — i multiplizieren (was einer Drehung um — 90° entspricht) 
2--ge— a), 


d.h. für die komplexe Geschwindigkeit 


— ıf 
de log (2 — 2,). 


21) Vgl. hierzu auch W. Müller, Mathematische Strömungslehre, Berlin 1928, 5. 53, Formel (16), die leider 
stark mit Druckfehlern durchsetzt ist. 
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Wegen 
1 1 z 
—— = —+ -o +... 


sn 3 2 
ergeben sich für die Koeffizienten a, und a, in der Entwicklung 


++ 
die Werte 
m h „ 2(e— si), & = = 2(ez—- il’) 


Die Zusatzglieder in (121) be dann offenbar 
— 2ra,t0o und —-int2a,v. + a?), 
also wegen 
| u, -+ un 4 Rt a 


a 


gleich dem Wert der beiden Integrale, in denen A eine Kurve bedeutet, welche alle Singu- 
laritäten einschließt: 


w f | 
2 pVdz und —— Pv?zda. 
DK 2K 
0V ou . : 
Bedeutet dann rot w den Skalar ur so hat man also im Grenzfall eines 


kontinuierlichen Singularitätenfeldes als komplexe Kraft bzw. komplexes Moment der 
Flüssigkeit auf den Körper 


X —iY = [ (div w-# — irot w-ö) do + poRdz, 
’ 2& 

(122) 1 

M + iN = [ (idiv w - 20 + rot ivzP) do — 5 pützdz. 
A K 


Liegen im Außenraum keine Singularitäten, so kann die Kurve Ä auf die Kontur des 
Körpers zusammengezogen werden; man erhält dann die zuerst von Blasius ??) angege- 
benen Formeln: 


(122a) X—ı/= 22 de und M+iN=—-— - 5 pvR2 dz. 
2X 


Die (122) entsprechenden inneren Formeln lauten 
X—iY = [ (div wö — irot wo) de, 
I 


M + iN = [(idiv wzd + rot wzd) do. 
I 


22) H. Blasius, Funktionentheoretische Methoden der Hydrodynamik, Ztschr. f. Math. u. Phys. 58 (1910), 
5. 0%. 


Eingegangen 28. Februar 1939. 
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Sekanten und Paratingenten 
in topologischen Abhängigkeitsräumen. 


Von Otto Haupt in Erlangen, Georg Nöbeling in Erlangen und Christian Pauc in Paris. 


Einleitung. 


In einer früheren Arbeit !) wurde bereits der Satz erwähnt, daß die k-dimensionalen 
Sekanten ® eines Kontinuums Ä eines euklidischen FE, eine zusammenhängende Menge 
bilden, und es wurde angegeben, in welchen Spezialfällen dieser Satz bereits bewiesen ist. 
Die Schwierigkeit beim Beweis des allgemeinen Satzes besteht in folgendem. Sind 9, 
und 9, zwei k-dimensionale Sekanten, aufgespannt durch zwei (k + 1)-Tupel $, und $, 
linear unabhängiger Punkte von Ä, so wird man versuchen, $, innerhalb A stetig oder 
mit ö(e)-Schritten in S, und dadurch 9, stetig bzw. mit e-Schritten in 9, zu überführen. 
Dabei kann es nun aber vorkommen, daß das (k + 1)-Tupel $, bei der Überführung seine 
lineare Unabhängigkeit verliert und infolgedessen keine k-dimensionale Sekante mehr 
aufspannt. Diese Gefahr besteht insbesondere dann, wenn eine (k — 1)-dimensionale 
lineare Mannigfaltigkeit Z existiert, welche Ä zerlegt, weil es dann ohne besondere Vor- 
sichtsmaßregeln geschehen kann, daß bei der Überführung alle Punkte von S, gleichzeitig 
in L zu liegen kommen, also linear abhängig werden. 


Unser nachstehender Beweis vermeidet das gleichzeitige Eintreten der Punkte von 
5, in L. Hierzu verhilft eine in der Natur der Sache liegende Darstellung einer gewissen 
Teilmenge E von X - L als feinste direkte Summe von linear unabhängigen Teilmengen 
(A-Komponenten?)) und eine weitere Zerspaltung?) der A-Komponenten in gewisse Teil- 
mengen von A-Mannigfaltigkeiten, die durch eine Basis) von E aufgespannt werden. 


Unser Beweis liefert den obigen Satz (und einige Folgerungen) in einer ganz allge- 
meinen Fassung. Abgesehen davon, daß der Beweis für beliebiges k geführt wird, besteht 
die Verallgemeinerung gegenüber den bisher bekannten Resultaten in folgendem. Einer- 
seits tritt an Stelle des euklidischen E,„ ein beliebiger metrischer ®) Raum /, in welchem 
eine abstrakte Abhängigkeit im Sinne unserer früheren Arbeit !) axiomatisch gegeben ıst; 
diese Abhängigkeit A wird mit der Topologie des Raumes durch eine Abgeschlossenheits- 
forderung für die (‚‚linearen‘‘) A-Mannigfaltigkeiten verknüpft (Hüllenaxiom *)). Ander- 


1) Haupt-Nöbeling-Paue, Über Abhängigkeitsräume, Journal f. d. reine u. angew. Math. 181 (1940), S. 193 ff. 
Diese Arbeit wird im folgenden mit I zitiert. 

2) I; Nr.5. 4. III. 

3) I; Nr.6.3. 

*) 1; Nr.1.5. 

5) Es genügen sogar geringere Forderungen. Vgl. im Text Nr. 6. 2, 

6) Vgl. im Text Nr.1. 1. 


Journal für Mathematik, Bd. 182. Heft 2. 14 
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seits sind bei uns die Sekanten nicht mehr ?) lineare Mannigfaltigkeiten des Grundraumes 
H, sondern den unabhängigen (k + 1)-Tupeln [z,, . . -, +1] aus 7 eindeutig zugeordnete 
Punkte ® eines von uns so genannten Zusammenhangsraumes ©, d.h. einer Menge be- 
liebiger Elemente, in welcher lediglich ein Zusammenhangsbegriff mit einem einzigen 
Axiom eingeführt ist ®); verlangt wird dabei nur, daß erstens gewisse (nicht unbedingt 
alle) unabhängigen Punktsysteme [x,,.. ., &+ı], die in derselben, von einem solchen 
System aufgespannten (‚linearen‘) A-Mannigfaltigkeit liegen, dieselbe Sekante #9 er- 
zeugen (schwaches Äquivalenzaxiom (©,)°)), und daß zweitens die Sekanten 9[x,,..., %+1] 
von den Punkten x; partiell stetig abhängen (Stetigkeitsaxiom (©,) !%)). Diese allgemeine 
Fassung des Abhängigkeits- und Sekantenbegriffes gestattet es, etwa im euklidischen 
Raum die Sekanten nicht nur als lineare Mannigfaltigkeiten zu interpretieren, sondern es 
fallen unter unsere Begriffe und Sätze auch Sekanten, welche Sphären, algebraische 
Mannigfaltigkeiten usw. sind "). 

Wesentliche Hilfsmittel bei unseren Überlegungen sind der Randsatz von Jani- 
szewski!2) bzw. der Brückensatz?). Diese Sätze sind übrigens die einzigen über die drei 
Umgebungsaxiome von Hausdorff !*) hinausgehenden Eigenschaften des Grundraumes H, 
die wir beim Beweis heranziehen müssen. 

Am Schluß der Arbeit wird für den Fall eines lokal zusammenhängenden Konti- 
nuums noch der Satz über die Kontinuität des lokalen Paratingents bewiesen. Das ent- 
sprechende Problem im Falle eines nicht lokal zusammenhängenden Kontinuums werden 
wir hier unerörtert lassen. 


$ 1. Topologische Abhängigkeitsräume. 


1. 1. Essei H eine nicht leere Menge, deren Elemente Punkte heißen. Diese Menge H 
sei erstens ein topologischer Raum, d.h. in H sei ein Umgebungssystem definiert, welches 
den ersten drei Axiomen von Hausdorff !#) genügt; damit ist gleichbedeutend !°), daß 


jeder Teilmenge E von H eine Teilmenge E von H als abgeschlossene Hülle zugeordnet ist, 
welche die vier Axiome von Kuratowski !) erfüllt. In // sei zweitens eine Abhängigkeit 
endlicher Punktsysteme !) erklärt. Drittens sei diese Abhängigkeit mit der Topologie von H 
verknüpft durch das folgende 


Hüllenaxiom: 
(H) Jede A-Mannigfaltigkeit ist eine abgeschlossene Menge. 


Hierbei betrachten wir auch die Menge ZL° der singulären Punkte von H als eine 
A-Mannigfaltigkeit (I; Nr.1.5). Einen den vorstehenden Forderungen genügenden Raum 
nennen wir einen topologischen Abhängigkeitsraum und bezeichnen ihn mit [Y; 7; A]. 
Ist speziell die Topologie des Raumes durch eine Metrik gegeben, so sprechen wir von 
einem metrischen Abhängigkeitsraum und bezeichnen ihn mit [H4; M; A]. 


?) Hierin besteht, unter anderem, ein Unterschied unseres Standpunktes gegenüber dem von Herrn Torrance 
(vgl. I, Fußnote 6). Die Ergebnisse von Herrn Torrance ordnen sich den unsrigen unter. Vgl. im Text Nr. 4. 2, 
Zusatz. 

8°) Vgl. im Text Nr. 2. 3. 

9) Vgl. im Text Nr. 2. 1. 

10) Vgl. im Text Nr.2, 4. 

11) Vgl. im Text Nr.2. 4, Beispiele. 

12) Z. Janiszewski, Sur les continus irröductibles entre deux points, These (Paris 1911) = Journ. Ecole Polyt. 
(2) 16 (1912), S.100. Vgl. auch im Text Nr. 5. 1. 

13) Vgl. im Text Nr. 5. 1. 

14) F, Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 213. 

15) Vgl. z.B. P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie 1, Berlin 1935, S. 37 und 43. 
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1. 2. In einem Raum [#; T; A] gelten folgende Sätze, welche zeigen, wie sich 
Rang, Aquivalenz, Basis usw. von Mengen auf ihre abgeschlossenen Hüllen übertragen. 


1. 2.1. Für jede Menge E gilt L(E) = L(E). 

Beweis. Aus E<L(E) folgt E<_L(E) wegen (H). Also gilt L(E) < L(E). Ande- 
rerseits folgt aus E<E, daß L(E) <_L(E) gilt. Also ist L(E) = L(E). 

1. 2.2. Für jede Menge E gilt Rang (E) = Rang (FE). 

Beweis. Die Behauptung folgt aus Nr. 1. 2.1 und I; Nr. 4. 1. 1], worin man 7 durch 
E und E durch H ersetzt. 

1. 2.3. Aus E=F folgt E= F und umgekehrt. 

Beweis. M = N bedeutet, daß Z(M) = L(N) ist (1; Nr. 4. 2). Nun ist L{E) = L{E) 
und Z(F} = L(F) nach Nr. 1. 2. 1. Also ist L(E) = L(F) gleichbedeutend mit L{E) =L{F). 

1. 2.4. Jede Basıs (bzw. innere Basıs) einer Menge E ıst auch eine Basis (bzw. innere 
Basis) von E. Umgekehrt ist jede Basis von E auch eine Basis von E. 

Beweis. Ein unabhängiges Punktsystem 5 ist dann und nur dann eine Basis einer 
Menge T', wenn L(S) = L(T) ist (I; Nr. 4. 2; man ersetze E durch H). Da L(E) = L(F) 
ist (Nr. 1. 2. 1), ist eine Basis S von E eine Basis von E und umgekehrt. Ist speziell $ 
eine innere Basis von E, d. h. ist 5 eın Teilsystem von E, so ist $S auch ein Teilsystem von F, 
d.h. $ eine innere Basis von E. 

1. 2.5. Sind die Mengen FE,,..., E„ voneinander unabhängig, so auch die Mengen 
Ey: En, und umgekehrt (n 22). 

Beweis. Die Unabhängigkeit der Mengen NM,,..., /,„ voneinander ist gleich- 
bedeutend damit, daß die Ränge der Mengen M,,..., M„ endlich sind und 


Rang(M, + + M„) = Rang(M,) -- + Rang(M,„) ist (I; Nr. 5. 1). Nun ist 
Rang(E, ++ E,) = Rang(E), + + Eu) (Nr.1. 2.2), also, da 
ER+: +, =E,+:: : +E 


ist, Rang(E, + + Eu) = Rang(E, + + E,). Anderseits ist Rang(#,) = Rang(£,) 
fürv=4A,...,n (Nr.1. 2.2). Also sind die Gleichungen 


Rang(E, + + Eu) = Rang(£,) +: + Rang(#,) 
und 
Rang(E, +: + E,) = Rang(#,) +: + Rang(Z,) 
gleichbedeutend. 
1. 2.6. It E=E,+:::+ E„ eine direkte Summe bzw. eine direkte Zerlegung, 


so auch E= E, +... En, und umgekehrt. 
Beweis. Die Behauptung folgt aus der Definition der direkten Summe bzw. Zer- 
legung (I; Nr.5.3), aus Nr.1. 2.2 und Nr. 1. 2.5. 


1. 2.7. Ist E= Ly(S5,) + + Lx(Sr) die Zerspaltung der Menge E bezüglich der 
Basis S von E, so ist E= L;($,) + ::: + L;($,) die Zerspaltung von E bezüglich der 


Basis S von E, und umgekehrt. 

Beweis. Die Darstellung F = Ly($,) +: + Lr(Sr) einer Menge F bzgl. der 
Basis $S von F ist die eindeutig bestimmte Zerspaltung von F bzgl. 5, wenn folgendes gilt: 
a) die $;(i=1,...,k) sind (echte oder unechte) Seiten von S und kein S; ist eine (echte 
oder unechte) Seite eines S;(i # J;i,j = 1,...,Ak);b) es gilt A< L($S,) + + L(S4); 


c) L(S;) enthält mindestens einen Punkt von F in allgemeiner Lage bzgl. $;, d.h. einen 
14* 
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Punkt von F, der in keiner echten Seitenmannigfaltigkeit von $; liegt (i=1,...,%k) ze 
(vgl. 1; Nr. 6. 3). Ist nun E=Z[Lz(S5,) +: + Le(Sr) die Zerspaltung von E bzgl. der 


Basis $ von E, so gilt: $ ist eine Basis von E (Nr. 1. 2. 4); aus b) für F = E folgt b) für 
F=E wegen (H); aus ce) für F=E folgt e) für F=E wegen E<E. Also ist 
E=Lz;($5,)+:-:+ L;($,) die Zerspaltung von E bzgl. S. Es sei umgekehrt 
E=L;($S,)) ++ L;($,) die Zerspaltung von E bzgl. der Basis $ von E. Dann 
ist S auch eine Basis von E (Nr.1. 2.4). Ist nun E=[/7,(T,)+:::+ Zx(T,) die 
Zerspaltung von E bzgl. S, so ist E=[L;(T,) +: + L;(T,) nach dem soeben be- 
wiesenen die Zerspaltung von E bzgl. S. Da es für jede Menge bzgl. einer Basis $ nur eine 
einzige Zerspaltung gibt (I; Nr.6. 3), muß A=k und bei geeigneter Numerierung 
$,= T1:.:4,S, = Tr sein. 

1. 2.8. Eine Seite von S ist maximal ausgezeichnet bzgl. E dann und nur dann, wenn 
sie maximal ausgezeichnet bzgl. E ist. 

Beweis. Folgt aus Nr.1.2.7 und I; Nr. 6.3. 

1. 2.9. Sind K,,:.., K, die mod L? eindeutig bestimmten A-Komponenten von E, 
so sind K,,.. ., K, die mod LP eindeutig bestimmten A-Komponenten von E. 

Beweis. Folgt aus Nr.1. 2.7 und I; Nr.5. 4. III sowie I; Nr. 6. 4. 1. 


$ 2. Die Sekanten 9. 


2.1. Es sei [7; A] ein Abhängigkeitsraum und © eine Menge irgendwelcher Ele- 
mente 9. Für ein festes natürliches n 2 2 sei Jedem (ungeordneten) unabhängigen 
Punktsystem $ = [x,, . . -, %] aus [4 ; A] ein Element 9 = 95) = dl[r,,.. ., u] aus © 
eindeutig zugeordnet. Diese Abbildung genüge folgender 

Schwachen Äquivalenzbedingung: 

(9) Aus Ulz.::, 20) URE Tau Zu: 20-1] 6 Ti, Zu + +; Zu) Folgt 

dx, Ion In] er dlxı, Leon Zn]. 

Sınd diese Forderungen erfüllt, so bezeichnen wir die Elemente P[x,,..., 2] als 
Sekanten (genauer ©-Sekanten), die durch die unabhängigen Systeme S = [x,, - - -, 24] 
aufgespannt werden. Indem wir alle Elemente von ©, die keinem System S als Sekanten 
zugeordnet sind, aus © von vornherein weglassen, bezeichnen wir © als Sekantenraum 
von [H; A] (obwohl vorläufig in © noch keine Topologie irgendwelcher Art vorausgesezt 
wird). 

Wir führen noch einige abkürzende Bezeichnungen ein. Ist [E,,.. ., Eu] ein (un- 
geordnetes) System irgendwelcher Mengen aus [H; A], so bezeichnen wir mit 9[E,,.. -, En] 
die Menge aller Sekanten 9[x,,..., 2%], für welche z,eE],:. ., MmeEn gilt. Existiert 
kein unabhängiges System [z,,.. ., m] mit z,eE, (v = 1,..., n), so setzen wir 9[E,,..., En] 
gleich der leeren Menge, die wir als Teilmenge von © betrachten. Ist speziell 

E,= = Bh=E, 
so setzen wir O[E,,..., En] = VE) und nennen die Elemente von #E) die von E 
aufgespannten Sekannten. 


2. 2. Es gelten folgende Sätze über die Gleichheit von Sekanten: 
% 2.1. Aus Ulz..:,uJ und [2.4 20-1] # [21,261] folgt 
Dit... ie Ba a Ar er Be] 
Beweis. Indem wir die Punkte x/,..., %4_ı nötigenfalls umnumerieren, dürfen 
wir annehmen, daß U[x,,...,2,, &413 +. n-ı] gilt für »=1,...,n—1 (I; Nr.2. 2. III), 








in 


> % 
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so daß also für v=1,...,n -—1 gilt 
| [2 Br al lan an 
(1; Nr. 1. 5 und I; Nr.2.1.3). Daher gilt wegen (9,) für » =1,...,n — 1 
Be a a a a ae A a U ar a a 
Diese n — 1 Gleichungen zusammen ergeben die Behauptung. 
Zusatz. Durch die schwache Äquivalenzbedingung (9,) ist nicht gewährleistet, 


daB aus Ulz,,.. ., „Jund [z,... m] [2 - - -, zu] folgt P[z,, - - ., m]= Plz... ., Zu], 
daß also m. a. W. für jede Mannigfaltigkeit E = L[r,,... ., %„] die Sekantenmenge FE) 
genau ein Element enthält !*). Dies folgt aus (©,) allerdings dann, wenn # direkt zerlegbar 
ist, wie der Satz 2. 2.2.1 zeigen wird. Zunächst beweisen wir: 

2. 2.2. Die beiden Mengen E und E’ mit Rang(E) = Rang(E') <n seien direkt 
zerlegbar: E = E,+ + Eu und E'= En ++ Em derart, daß E, = Ei: :., Em = Em 
gilt (m 2 2). Dann ist HE) = WE"). 

Beweis. Ist Rang(E) = Rang(E’) <n, so sind 9(E) und #(E’) leer, also gleich. 
Es sei nun Rang(E) = Rang(E’) = n. Weiter seien $S = [r,,.. ., x„]und S’= [r/,..., r,] 
unabhängige Punktsysteme aus E bzw. E’. Dann ist S- E, bzw. $’- E) eine innere 
Basis von E, bzw. E, (n = 1,...,m) (1; Nr.5. 2. VI). Indem wir nötigenfalls eine Um- 
numerierung vornehmen, dürfen wir annehmen, daß $S-E, = [?i,, na % 41-1] und 


s”E= [%i,, FE %i,yı-ı] ist für u=1,...,m, wobeil=i, <i,<-.. - <yaen+i 
ist. DaS-E,„=S’- E, ist wegen E = E’, und i,4y1 — 1, <n ist, so folgt aus Nr. 2. 2. 1 
d[x,, ... SE Tin u. Tiu+1-1 Liu4ı son 7n] 
== Min Til Hi, PEN Kuh Lig Pr Ah Oo —n m 


Diese m Gleichungen zusammen ergeben [x,,...,m]= Plxj,..., m]. Da diese 
Gleichung für je zwei unabhängige Punktsysteme [r,,...,2„] und [»7,...,»]aus E 
bzw. E’ gilt, so folgt, daß 9(E) und 9(E’) ein einziges Element enthalten, und zwar das- 
selbe. Also ist 9(E) = HE’). 

2. 2.2.1. /st die Menge E mit Rang(E) = n direkt zerlegbar, so enthält DE) genau 
ein Element. 

Beweis. It E=E,+:':+ Em eine direkte Zerlegung von E, so setzen wir 
?=E' und E,=Ej,..., Em = En. Dann folgt die Behauptung aus der Schlußbe- 
merkung des Beweises von Nr.?2. 2. 2. 

Beispiele von 9-Räumen. Es ist [//; A] der euklidische #£,,1 <n, mit der 
wie üblich erklärten linearen Unabhängigkeit bzw. Abhängigkeit für p Punkte, 2Sp=<sn 
(vgl. I, Nr.1.4) und mit 9[z2,..,%] = L[x,- - -, 2%] oder 9[x,,..., 2%] gleich der 
Richtung von L[x,, - - -, 25]. Entsprechend, wenn [H; A] der Hilbertsche Raum ist mit 
der wie für den E,„ erklärten Abhängigkeit. Ferner: Es ist [7/; A] der projektive P,„ bzw. 
die zweidimensionale Sphäre bzw. die Gaußsche Zahlenebene einschließlich des ?„ usw. 
mit den in I, Nr. 1. 4 erklärten Abhängigkeiten, wobei dann #[r,, . . ., 7,] jeweils gleich 
den L[x,,.. ., 2] ist (insbesondere also gleich einem Kreis, einem Kegelschnitt, einer 
Sphäre usw.). 

2. 3. Es sei Z eine nicht leere Menge irgendwelcher Elemente, welche Punkte 
heißen. Gewisse Teilmengen von Z, darunter die leere Menge und die einpunktigen Mengen, 
mögen zusammenhängend heißen; dabei sei folgendes Axiom erfüllt: 





186) Betr. eine schärfere Äquivalenzbedingung vgl. eine spätere Mitteilung. 
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Zusammenhangsaxiom: 
(Z) Die Summe zweier zusammenhängender Mengen mit nicht-leerem Durchschnitt 


ist zusammenhängend. 

Sind diese Forderungen erfüllt, so wollen wir Z einen Zusammenhangsraum nennen. 

Beispiele solcher Zusammenhangsräume. a) Jeder Frechetsche V-Raum !?), 
wenn darin der Begriff „zusammenhängend‘, wenigstens für abgeschlossene Mengen, im 
üblichen Sinne erklärt ist (Unzerlegbarkeit in zwei fremde, relativ abgeschlossene 
Mengen '2)); b) Jeder metrische Raum, wenn darin der Begriff „zusammenhängend‘“ 
im Sınne von n-verkettet (n > 0 fest) erklärt wird !?); c) Es sei M eine nicht leere Menge, 
f ein System von Teilmengen von M. Man erkläre eine Teilmenge X von M als zusammen- 
hängend, wenn für je zwei Mengen F',, F, von f, welche X treffen (d.h. für welche #, X, F,X 
beide nicht leer sind) und von welchen X überdeckt wird (d.h. X<F,-+ F,), der Durch- 
schnitt XF,F, nicht leer ist. Im Beispiel c) ist Beispiel a) als spezieller Fall enthalten, 
wenn man für / das System der abgeschlossenen Mengen nimmt. 


2.4. Es seien nun der Abhängigkeitsraum [#7; A] und der Sekantenraum © 
(Nr. 2. 2) Zusammenhangsräume. Wir nennen die Sekanten # partiell stetig, wenn 
folgendes Stetigkeitsaxiom erfüllt ist: 

(©,) Für jedes unabhängige Punktsystem [a,, ..., @„] aus [H; A] bildet die Abbildung 
f(x) = dr, a,,...,@n] jede zusammenhängende Teilmenge von [H; A]J— L[a,,...,a,] auf 
eıne zusammenhängende Teilmenge von © ab. 

Beispiele von Räumen mit derart partiell stetigen Sekanten werden durch die 
ın Nr.2. 2.2.1 aufgezählten Beispiele geliefert. 


$ 3. Über die Sekanten und Grenzsekanten eines Kontinuums. 

3.1. Es sei [7; T; A] ein topologischer Abhängigkeitsraum (Nr.1.1). Für ein 
lestes natürliches n > 2 sei jedem unabhängigen Punktsystem [,,. . ., „] aus [//; T,; A] 
ein Punkt 9[x,, . . ., 2„] eines Zusammenhangsraumes © als Sekante eindeutig zugeordnet 
(Nr.2.1). Diese Sekanten seien partiell stetig (Nr. 2.4). Dann gilt: 

3.2. Satz). Es sei K ein Kontinuum ”*) aus [H; T; A], das fremd ıst zur 
Menge LP der singulären Punkte von [H; T; A]. Dann sind je zwei von K aufgespannte 
Sekanten enthalten in einer zusammenhängenden Teilmenge der Menge V(K) aller von K 


aufgespannten Sekanten. 

Bemerkung. Man beachte, daß eine Äquivalenzbedingung, wie sie hier im Sekanten- 
begriff mitgefordert wird (vgl. Nr. 2. 1), für die Gültigkeit des Satzes nicht entbehrt werden 
kann. Beispiel: Es sei [/; M; A] der euklidische EZ, mit der üblichen (linearen) Ab- 
hängigkeit. Ferner sei das Kontinuum Ä in E, folgendermaßen erklärt: K ist Summe der 
drei Verbindungsstrecken des Nullpunktes O = (0, 0) eines kartesischen x, y-Systems mit 
den drei Punkten X, = (1,0), Y, = (0,1) und E= (1,1). Jedem unabhängigen 

17) Vgl. z.B. M. Fröchet, Les espaces abstraits, Paris 1928, S. 175; auch A. Appert, Proprietes des espaces 
abstraits les plus generaux, Actualit6s scientifiques et industrielles 145, Paris 1934, S.7. Die V-Räume sind, kurz 
gesagt, Punktmengen, in welchem der Begriff der Ableitung M’ einer jeden Menge M erklärt und monoton ist, d.h. 
für M<Q stets M’<@ ist. 

18) Vgl. Appert, a.a. 0. 17), 5.39. 

19) Vgl. z. B. Alexandroff-Hopf, a. a. 0. 1°), S. 116. 

20) Betr. die bisher schon bewiesenen Spezialfälle dieses Satzes vgl. I, Einleitung, auch oben im Text 
Nr. #,2, Zusatz. 

21) Unter einem Kontinuum verstehen wir hier ein zusammenhängendes Kompaktum. Dabei bedeutet Kom- 
paktum stets: Metrisierbare und in sich kompakte Menge. Und zusammenhängend bedeutet: Nicht darstellbar 
als Summe zweier nicht leerer, fremder, relativ abgeschlossener Mengen. 
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Punkttripel [P,P,;P;] ordnen wir als Sekante 9[P,P,P,] das Tripel [P,P,P,] selbst 
zu. Die beiden je linear unabhängigen Punkttripel [O, X,, Y,] und [E, X,, Y,] liegen 
in verschiedenen Komponenten des Raumes aller unabhängigen Tripel von K. — 
Beweis. Hat K einen Rang <.n, so ist die Menge #(K) leer und daher nichts zu 
beweisen. Nun habe K entweder einen endlichen Rang > n oder keinen endlichen Rang. 
Es ist zu beweisen: Sind [?,,..., 2,] und [Y» +», 4,] zwei beliebige unabhängige Punkt- 
systeme aus Ä, so sind die von ihnen aufgespannten Sekanten [a ,...,@,Jund dly ,..., %,] 
in einer zusammenhängenden Teilmenge von #(K) enthalten. Indem wir nötigenfalls 
die Punkte Yırı umnumerieren, dürfen wir annehmen, daß Ulr, re A Pe 
gilt für 1=2,...,n (I.; Nr. 2. 2. III). Also genügt es, wegen (Z) (Nr. 2. 3), zu 
zeigen, daß für jedes i=2,...,n die Sekanten JE Apepeerge 9 Ip Yap + Y,) und 


Dr 3 2% _1 Ya Yırı 5» Y,) In einer zusammenhängenden Teilmenge von (A) ent- 
halten sind. Dies aber ergibt sich aus folgendem Satz, wenn man darin A, = = K„=KÄ, 
TE Yigg =L_ pi, = Yıv a, = setzt. 


3. 2.1. Satz. Es seien K,,..., An zur Menge L® der singulären Punkte fremde 
Kontinua aus [H; T; A], deren Summe mit K bezeichnet werde. Weiter sei $ = [a,,..., 4,| 
ein unabhängiges Punktsystem aus K derart, daß K, nicht in der durch S aufgespannten 
Mannigfaltigkeit L = L(S5) enthalten ist. Dann sind für je zwei Punkte zund yaus K,—L 
die Sekanten 9[x,a,,...,@] und ly,as,...,a„] in einer zusammenhängenden Teil- 
menge von V(K) enthalten. 

3. 3. Dem Beweise des Satzes 3.2.1 schicken wir nachstehende Bemerkungen 
voraus. 

3. 3.1. Bezeichnungen. Gehören zwei Elemente #,, 9, des 9-Raumes der glei- 
chen zusammenhängenden Teilmenge von 9(K) an, so schreiben wir für die Dauer dieses 
Beweises kurz 9, = d,; ist insbesondere 9, = 9[x’, a,,.. ., a„]und 9, = Hy’, a;,.. -, au], 
wo x’ und y’ Punkte aus X, — L bedeuten, so schreiben wir auch x’ = y’. Diese Relation 
ist determiniert, reflexiv, symmetrisch und transitiv (vgl. Nr. 2. 3., (Z)). Ferner bezeichnen 
wir im folgenden mit x, y,2,... Punkte aus A} = K,—L. Jeder solche Punkt ist 
enthalten in einer Komponente von K7, die wir mit dem entsprechenden großen Buch- 
staben X, Y,Z,... bezeichnen; Häufungspunkte einer solchen Komponente X, Y,Z,..., 
welche in Z liegen, sollen (soweit vorhanden) mit h,, h,, h;, . .. bezeichnet werden. Die 
Buchstaben a,b,...,h (evtl. mit irgendwelchen Indizes versehen) bedeuten immer 
Punkte von Z. 

3. 3.2. Annahmen (ohne Beschränkung der Allgemeinheit). Bei unserem Beweise 
dürfen wir annehmen, daß der gegebene topologische Abhängigkeitsraum [H; T; A] mit 
K identisch ist; denn lassen wir aus [7; T; A] alle nicht in Ä enthaltenen Punkte weg 
(vgl. I; Nr. 3. 3), so bleibt dadurch der zu beweisende Satz unberührt. Wir können daher 
H=K=K,+:--+ K,„ als einen metrischen Abhängigkeitsraum ohne singuläre 
Punkte voraussetzen (weil nämlich A zu Z® fremd ist). Ebenso können wir 0. B.d. A. 
voraussetzen, daß Ä, zu L nicht fremd ist; denn anderenfalls folgt x — y unmittelbar 
aus (©,) (Nr. 2. 4), weil Ä, zusammenhängend ist. Ist nun Ä, zu Z nicht fremd, so besitzt ??) 
jede Komponente Z der Menge AK} = K,— L mindestens einen Häufungspunkt in Z, 


d.h. der Durchschnitt ZL - Z ist nicht leer. Wir setzen L - ($Z) = E, wobei über alle 
Komponenten Z von Ki summiert wird; diese Menge E aller in L gelegenen Kompo- 
nentenhäufungspunkte von Ki ist also nicht leer. (Sie ist leer, wenn und nur wenn A, 


— 


2) Randsatz von Janiszewski (vgl. Nr.5. 1.). 
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zu L fremd ist.) Da der Raum K keine singulären Punkte enthält, besitzt also £ einen 
positiven Rang m — 1, welcher wegen E<Lf[a,,...,a,] nicht größer als n—1 ist. 
Nun sei [b,, . . ., dm] eine innere Basis von £. Indem wir nötigenfalls die Punkte a,,...., «a, 
umnumerieren, dürfen wir annehmen, daß [b,,.. ., Dan, Am+ı3 - - -,4n] eine Basis von Z 
ist (1; Nr. 2.2. IV). Dann ist also [a,, . . ., Am, Am+ir + + +, An] = [das - - -, Dim Amt + + +, An] 
und daher 9[2,a,.. ., Am An+ı) + An] = D[2, Da, . . 5 Den Amtiz 0a) für jeden 
Punkt z von K—L (Nr.2.2.1). Ersetzen wir daher die Punkte a,,..., a„ durch die 
Punkte b,, ...., d und bezeichnen sodann diese letzteren wieder mit a,,.... ., 4m, so ergibt 
sich, daß o. B. d. A. angenommen werden kann: Ein Teilsystem S, = [a,,... ., „|, m<n, 
der Basis $S = [a,...,a,] von L= L(S) ist eine innere Basis der Menge E der (in I, 
gelegenen) Komponentenhäufungspunkte von K), = K,— 1. 

3.3.3. Indem wir die soeben zusammengestellten Annahmen für das folgende stets 
zugrundelegen, führen wir jetzt unseren Beweis durch vollständige Induktion nach dem 
Rang des Kontinuums K,. Der Fall Rang (X,) = 1 ist sofort erledigt; dann sind nämlich 
die Punkte von K, paarweise konjugiert (I; Nr. 3.2), also sämtlich zueinander äqui- 
valent, so daß die Behauptung unmittelbar aus (©,) folgt. Wir machen daher die /n- 
duktionsvoraussetzung, daß der Beweis bereits erbracht sei für alle Kontinua Ä, der 
Ränge 1,...‚,r—1, wobei 2<Sr<n ist. Jetzt sei X, ein Kontinuum, das im Falle 
r <n den Rang r, im Falle r=n einen beliebigen endlichen Rang Zn oder überhaupt 
keinen endlichen Rang hat. Wir beweisen den vorstehenden Satz für ein solches Kon- 
tinuum Ä,. Beim Beweis unterscheiden wir drei (alle Möglichkeiten erschöpfende) Fälle. 

3. 3.4. Falll. In der x bzw. y enthaltenden Komponente X bzw. Y von K, existiert 
ein Punkt x’ bzw. y’ und dazu ein Teilsystem [ü,n,...,4,_,] von [as ...,@n] derart, dap 
Alz', y',@,,...,@;,_,] ist. In diesem Fall ergibt sich die Behauptung x — y folgender- 
maßen. Da Ufa,,...,a„] gilt und da die Punkte x’ und y’ nicht in L= L[a,,... ., @] 
enthalten sind, so ist zufolge I; Nr.2.1.3 jedenfalls [x’, «,,...,@,_,] = [y', a,,...,@,_,]- 
Zufolge Nr. 2.2.1 ist also x’ — y’. Da x mit x’ und y mit y’ in einer Komponente von 
Kı= K,—Lfa,,...,a] liegt, so folgt aus (©,) (Nr.2.4), daß ze x’ und y» y’ ist. 
Wegen der Transitivität der Relation = ist also x — y. Damit ist Fall I bereits erledigt. 

Der weitere Beweis, in dessen Verlauf der Fall I stets ausgeschlossen sei, geht aus 
von der A-Zerlegung der Menge E aller Komponentenhäufungspunkte von Äj in Z. Um 
uns im folgenden bequemer ausdrücken zu können, bezeichnen wir einen Punkt z von Ki 
als zur A-Komponente #* von E bzw. zum Simplex T = [a;,,.. ., a,,] gehörig, wenn 


mindestens ein Häufungspunkt der z enthaltenden Komponente Z von Äj in E* bzw. in 
L(T) enthalten und bezüglich 7 allgemein ist. Da Ä, als zu Z nicht fremd angenommen 
wurde (Nr. 3.3.2), gehört jeder Punkt 3 von K) zu mindestens einer A-Komponente 
von E; denn einerseits besitzt die z enthaltende Komponente von X] = K, —/L, mindestens 
einen in Z, also in E enthaltenen Häufungspunkt, und andererseits ist £ die Summe 
ihrer A-Komponenten (I; Nr.5.4). Demgemäß sind für die zwei beliebig gegebenen 
Punkte x und y von K} nur die folgenden beiden Fälle möglich: x und % gehören zur 
selben A-Komponente von E (Fall II), x und y gehören zu zwei verschiedenen 
A-Komponenten von E (Fall Ill). Bevor wir diese Fälle erledigen, beweisen wir zwei 
Hilfssätze. 

3. 3.5. Hilfssatz 1. F#s seien v und w zwei Punkte von K,, für welche der Fall I 
nicht vorliegt; es gehöre v zu einer Seite T, von 5 = [a,, . . ., a„] mit der Ecke a,. Dann ist 


dlw, Ay, Ay... Ay] . dlw, %, Ayo. a]. 
Beweis. Die v enthaltende Komponente V von X} ist fremd zul„,= L[w, a;, .. ., a]; 
denn für jeden Punkt v’ aus V - L, würde gelten A[v’, w, az, .. ., a„] entgegen der Vor- 








a En u 
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aussetzung, daß für v und w der Fall I nicht vorliegt. Ist nun A, ein in L(7,) enthaltener 
und bzgl. T, allgemeiner Häufungspunkt von V (einen solchen gibt es, da v zu 7, gehört), 
so ist }, nicht in Z„ enthalten; denn einerseits folgt aus den soeben gemachten Voraus- 
setzungen über Ah, die Äquivalenz [a,, a, ..., an] = [hr, Aa, - . ., a„]; anderseits gilt 
U[w, ag, A, ...,@,], da w nicht nZ=Lf[a,, ..., a„] liegt; also gilt U[w, h., a3, - - -, An] 
(I; Nr. 2.2. VI). Damit ist bewiesen: Die zusammenhängende Menge V + {h,} ist fremd 
zu Lu. Also sind wegen (9,) (Nr.2.4) die Sekanten 9[w, A,, Q3,...,@„Jund O[w, v, a;,...,Qa,] 
in einer zusammenhängenden Teilmenge von #(K) enthalten, nämlich in der Menge 
dffw}, V + {he}, {as}, {an}, d.h. es ist dw, Au, az ...,@n] m Bw, v, a... ., An]. 
Nun folgt aus der vorhin bewiesenen Äquivalenz [a,, a3, . . ., Qu] = [hr, Q3, - . -, Q„] und 
(9,) (Nr. 2. 1) die Gleichung d[w, az, Qa3,...,a]) = dw, h,,Q3, ...,An]. Also ist 
dw, Ay, Ay... An] m dw, v, a3, ...,@n], w. zZ. b. w. 

Hilfssatz 2. Es seien v und w zwei Punkte von Kj, für welche der Fall I nicht vorliegt; 
die Punkte v und w mögen zu zwei Seiten T, bzw. T„ von S=[a,,...., @q„] mit mindestens 
einer gemeinsamen Ecke (etwa a,) gehören. Dann gilt vw. 

Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist fe, a,,Qa3,...,aQn] > le, w, a3,...,@,]| und 
lo, as +. @u] m O[w, dv, 0... Ga). Wegen Plv, w,a,.:,%] = Plw, v, a... ., a] 
folgt hieraus die Behauptung #[v, a5, a3, ..., m] = B[w, a,, Ay, - . ., An]. 

Wir erledigen nun die beiden schon oben (Nr. 3. 3. 4) erwähnten, allein noch übrigen 
Fälle, von denen übrigens Fall III für n = 2 nicht auftritt. 


3.3.6. FalllI. Die Punkte x und y gehören zur gleichen A-Komponente von E. Es sei 
E* = L;(T*) die fragliche A-Komponente von E, wobei 7* ein Teilsystem der inneren 
Basis S, = [a,, . . ., Q„] von E ist (1; Nr.5.4). Die A-Komponente #* ist identisch mit 
einer Zerspaltungskomponente von E bzgl. der inneren Basis $, von E (I; Nr. 6.4.1), 
also Zz(7*) = Ly(T,) +: + Lyx(T,), wobei die Simplexe 7,,..., 7; die sämtlichen 
bzgl. E maximal ausgezeichneten Seiten von 7* sind und eine zusammenhängende Sim- 
plexmenge bilden (I; Nr. 6.4). Indem wir die Simplexe 7,,..., 7; nötigenfalls umnume- 
rieren, dürfen wir annehmen, daß ein Häufungspunkt h, bzw. h, der den Punkt x bzw. y 
enthaltenden Komponente X bzw. Y von Ä7 in Zx(T,) bzw. L;(T,) enthalten ıst und 
die Simplexe 7,, T,,..., 7, eine Kette bilden, daß also 7; und T;;, mindestens eine 
gemeinsame Ecke haben (i =41,...,—1). Da jedes Simplex 7; bzgl. E ausgezeichnet 
ist, enthält Z5(7;) einen bzgl. T; allgemeinen Punkt von £; dieser ıst als Punkt von # 
Häufungspunkt h,, einer Komponente Z; von Äj; es sei z; ein beliebiger Punkt von Z.. 
Die Häufungspunkte #,, h, sind in (echten oder unechten) Seitenmannigfaltigkeiten Z(7}) 
bzw. L(T;) kleinsten Ranges von 7, bzw. 7, enthalten und allgemein bzgl. T} bzw. T}. 
Als Seiten von 7, bzw. 7, haben 77 und 7, mit T, bzw. 7, mindestens eine Ecke gemein. 
Zusammenfassend besteht also folgende Sachlage: Es liegen die Punkte x, z,, . . ., 2, y von 
Ki vor; die sie enthaltenden Komponenten X,Z,,...,Zn, Y haben Häufungspunkte 
ha, Rays = = +, Ray Ay, welche enthalten sind in Mannigfaltigkeiten Z(Tj), L(T,),.. „ L(Th), 


L(T}) und allgemein sind bzgl. 7}, 7, - -, 71, 7a; je zwei aufeinander folgende der Sim- 
plexe 77, 7). ., 7, Ta haben mindestens eine Ecke gemein. Zum Beweis der Be- 
hauptung x = y genügt also wegen der Transitivität der Relation — der Beweis der 
Relationen x » 27, 2) = 29, + » +, Zu-ı — 2m 2» = y. Liegt nun für zwei aufeinander folgende 
der Komponenten X,Z,,.. ‚Zn, Y der Fall I vor, so ist für die entsprechenden Punkte 
die Relation — gesichert nach dem oben erledigten Fall I. Für die übrigen Paare aufein- 
ander folgender Punkte x, 2, . . ., 2, y ergibt sich die Relation — aus dem obigen Hilfs- 
satz 2 (Nr. 3, 3.5). 
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3.3.7. Fall III. Die Punkte x und y gehören zu verschiedenen A-Komponenten L* 
bzw. E** von E. Essei E=E,+:---+ E, die direkte Zerlegung der Menge E ın ihre 
A-Komponenten. Dann sind E,,..., E, die A-Komponenten von E (Nr.1. 2.9) und 
daher paarweise fremd (I; Nr. 5. 3.1. 1; E enthält als Teilmenge von K keine singulären 
Punkte). Ist nun G, eine Summe von o (0 <o <s) beliebigen der Mengen E,,...,E, 
und G, die Summe der übrigen s — o der Mengen E,,.. -, E,, so sind also G, und G, ab- 
geschlossene und fremde Teilmengen von A, -_ZL, und die Menge E der Komponenten- 
häufungspunkte von Ä\— LinL ist inG, +6, enthalten. Daher enthält X, — E eine 
zu L fremde oder in Z enthaltene Brücke, welche G, und G, verbindet (Zufolge des 
3rückensatzes, Nr. 5.1; man ersetze darin A und A durch Ä, und X, :Z). Hieraus folgt: 
durch eine geeignete Umnumerierung der A-Komponenten E, kann man folgendes er- 
reichen: es ist E* = E,, E** = E, und es existiert für jedes = 1,...,k—1 eine zu /, 
fremde oder in Z enthaltene Brücke Z;< K,— E, welche die A-Komponenten E; und 
E;.., miteinander verbindet. Zu jeder A-Komponente E,; gehört mindestens ein Punkt «; 
von Ki (i=2,...,k—1), da E die Summe aller Komponentenhäufungspunkte von A} 
in List. Setzen wir noch x = r, und y = r;, so genügt zum Beweis von x = y der Beweis 
von x; m &;4ı für jedes i=1,...,k—1. Indem wir für x; und &;:ı der Einfachheit 
halber wieder x bzw. y schreiben, können wir also folgende Voraussetzung machen: die 
Punkte x und y gehören zu zwei A-Komponenten E’ bzw. E’, deren abgeschlossene 
Hüllen E’ und E’’ verbunden sind durch eine zu Z fremde oder in Z enthaltene Brücke 
Z<=K,—E; die zusammenhängende Menge Z hat also Häufungspunkte h’ bzw. 4”, 
die in E’ bzw. E’” enthalten sind. 

Die Mengen E’ und E’” sind als A-Komponenten von E Summen von Zerspaltungs- 
mannigfaltigkeiten von E bzgl. der inneren Basis S, = [a,, ... ., a„] von E (1; Nr. 6. 4.1). 
Also sind h’ und Ah’ enthalten in Zerspaltungsmannigfaltigkeiten L;(S,) <E’ bzw. 
L;(S;) <E” von E bzgl. $,. Dabei sind $; und S; zwei Teilsysteme von $,, die zueinander 
fremd sind, da E’ und E’’ zueinander fremd sind. Indem wir die Punkte a,,..., a„ um- 
numerieren, können wir also annehmen, daß das Simplex S; bzw. 5; die Ecke a, bzw. a, 
hat und daß Ah’ bzw. h’’ nicht in L[a,, a... .,@,] bzw. nicht in L[a,, a,,. . -, a„] liegt. 


Lx(S;) und Lz(S;) sind Zerspaltungsmannigfaltigkeiten von E bzgl. der inneren 


Basis 5, von E (Nr.1.2.8). Daher sind 5; und $; maximal ausgezeichnet bzgl. FE 


(1; Nr.6.3), d.h. in Zx($5;) und ZLx(S;) sind bzgl. $; bzw. S; allgemeine Punkte Ah, 
bzw. hy, von E enthalten. Nach Definition von E sind h» und A, Häufungspunkte von 
Komponenten X’ bzw. Y’ von Kj. Sind x’ und y’ zwei beliebige Punkte von X’ bzw. Y', 
so gehören x und x’ bzw. y und y’ zu der gleichen A-Komponente E’ bzw. E’’' von E. 
Nach dem bereits erledigten Fall II gilt also x x’ und y y’. Zum Beweis von 2 
genügt also der Beweis von x’ y’. Indem wir x statt x’ und y statt y’ schreiben, 
dürfen wir also weiter annehmen: die Punkte x und y gehören zu S$; bzw. S,. 


Insgesamt haben wir also folgende Sachlage: a) S; und S; sind (fremde) Teilsysteme 
von S = [a,, . . ., @], welche die Punkte a, bzw. a, enthalten; b) die die Punkte x bzw. y 
enthaltenden Komponenten X bzw. Y haben Häufungspunkte Ah, bzw. h,, die in Lz($;) 


bzw. Lx(5;) enthalten und bzgl. $; bzw. S; allgemein sind; e) es existiert eine zu Z fremde 
oder in Z enthaltene, zusammenhängende Teilmenge Z von XK,—E mit Häufungspunkten A’ 
bzw. h’ in L;($;) bzw. L5(S;); d) der Punkt h’ bzw. h’’ liegt nicht in L[a,, a,,.. ., @n| 
bzw. nicht in Z[a,, a,, - - -, @]. 
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Es sei nun erstens die Menge Z fremd zu L. Dann ist also Z eine zusammenhängende 
Teilmenge von Ki = K\—L<K,— E, da aus E<L folgt E<L (Nr. 1. 1. (H)), mithin Z 
eine Teilmenge einer Komponente Z’ von Kj. Es sei z’ ein beliebiger Punkt von Z’. Die 
Punkte h’eL und h’eL sind Häufungspunkte von Z’ und daher in E enthalten, also 
wegen e) in ZLx(S;) bzw. L;(S;) enthalten. Bezeichnen wir (wie oben) mit £’ bzw. E’ 
die Lx(S;) bzw. Lz(S;) enthaltende A-Komponente von E, so gehören also die Punkte 
z und z’ zu E’, die Punkte z’ und y zu E’’. Nach dem bereits erledigten Fall I bzw. II 
ist mithin x 2’ und 2’ y, also x = y. 

Es sei zweitens Z in L enthalten. Zufolge a) gilt L5(S;)<L[a,, a,,...,a„]. Da ferner 
h’ zufolge e) in L;($;) liegt, so gilt h’e L[a,,a,...,a,]. Zufolge d) liegt h’ nicht in 
L[a;, a4, -. -, @Q„], also auch nicht in Z[a,,...,a„]. Mithin gilt [a,, a,,...,a,] = [h’,a,,...,an] 
und, wegen (9) (Nr.2.1), daher 9[x, y, az, a,...,]= dx, y,h’a,...,a]. Ent- 
sprechend folgt 9x, y, az, a4, ..., m] = x, y,h’,agy...,@]. Ausa) und b) folgen die 
Relationen x, a;, a3, ay,..., Mm] > dx, a, Y%,Ay--.,qa,) und 9ly, as, Ay, Ay... An] 
w D[y, %, Ay, Ay. ., dm). Insgesamt haben wir also die Relationen P[x, a,, Qa, Qy - » -, An] 
= dh’, X, Y, Ay.» -,@n] und 9[y, az, Az, Qy...,0n] = D[h”, X, Y, Ay - - -, An]. Wir haben 
also nur noch die Relation 9[h’, x, Y, a. An] = O[A”, x, Y, a4 - - -, Qn] zu beweisen. 

Zum Beweis dieser Relation verwenden wir unsere Induktionsannahme (Nr. 3.3.3), 
in welcher wir die Kontinua Ä,,..., Ä„ durch die Kontinua Z, {x}, {y}, {a,}, . . -, {an} und 
die Punkte x, Y, a,, @3, Ay, . - ., a„ durch die Punkte h’, h”, x, y, ay, - . -, q„ ersetzen. Diese 
Ersetzung ist erlaubt, denn es gilt folgendes: Erstens ist das System [x, %, a,, . . ., „| un- 
abhängig, da Fall I nicht vorliegt. Zweitens sind die Punkte h’ und h’’ von Z nicht in 
L[x, Y, aa. -, @] enthalten; für h’ folgt dies so: Zunächst gilt Uf[x, y, a,, a, - - -, Q], da 
Fall I nicht vorliegt; h’ liegt nach e) in Z,(S,), also, da S,; wegen a) ein Teilsystem von 
[a3, @9,.. .,a,] ist und daher L;($5;) < L[a,, a,...,a,] gilt, h’in ZL[a,, a,...,a,]; aus 
h’e L[x, y, a,...,@%] würde nun h’eL[z, y, a,...,4]: L[a;, ay,...,%] = L[a,,...,a] 
folgen (I; Nr. 2. 2. VII), im Widerspruch zu d); analog schließt man für A’. Drittens gilt 
Rang(Z) < Rang(XK,), falls X, einen endlichen Rang r<n hat, und Rang(Z) <n —1, 
falls X, einen endlichen Rang > n oder überhaupt keinen endlichen Rang hat; hat 
nämlich Ä, einen endlichen Rang, so ist Rang(Ä, - L) < Rang(Ä,), da Ä, nicht in der 
A-Mannigfaltigkeit Z und daher auch nicht in Z(K, :L) <_ZL enthalten ist, und infolge- 
dessen ist wegen Z< K, - L weiter Rang(Z) < Rang(K,); andrerseits ist auf jeden Fall 
(einerlei, ob Ä, einen endlichen Rang hat oder nicht) Rang(Z) <n —1, da 

Z<L=Lfla,...,a)] 
gilt und Z den Rang n —1 hat. 

Wir dürfen also die Induktionsvoraussetzung auf die Kontinua Z, {2}, {y}, {a4}, ...,{a,} 
und die Punkte Ah’,h”’,x,%,44,...,qa„ anwenden. Ihr zufolge sind die Sekanten 
d[h’, x, y,ay,:-..,a„] und B[h”, x, y, a, .. ., @„] enthalten in einer zusammenhängenden 
Teilmenge von HZ + {2} + {y} + {a} ++ {a,}). Diese letztere Menge ist aber 
wegen Z+{2}+{y} + {a} + "+ {a} <K eine Teilmenge von 9(K). Also gilt 
dh’, x, y,ay:., My] = DIA”, 2, Y, a4. -,@„], womit der Beweis beendet ist. 

3.4. Es seien die Voraussetzungen der Nr. 3.1 erfüllt. Dabei sei © speziell ein 
metrischer, kompakter Raum. Wir bezeichnen einen Punkt 9 aus © als eine Grenzsekante 
einer Menge N aus [H; M; A], wenn ® Häufungselement der Menge d(N) aller von N 


aufgespannten Sekanten ist. Dann gilt der 
15* 





116 Haupt, Nöbeling und Pauc, Sekanten und Paratingenten in topologischen Abhängigkeitsräumen. 


Satz. Es sei K ein Kontinuum aus [H; M; A], das fremd ıst zur Menge LP? der 
singulären Punkte aus [H; M; A]. Dann ist die Menge aller Sekanten und Grenzsekanten 
von K ein Kontinuum. 


Beweis. Nach Satz Nr. 3. 2 ist die Menge d(K) aller von X aufgespannten Sekanten 


zusammenhängend. Also ist die Menge #(K) aller Sekanten und Grenzsekanten von K 
ein Kontinuum. 


$ 4. Über den Zusammenhang des Paratingents eines Kontinuums. 


4.1. Es seien die Voraussetzungen der Nr. 3.1 erfüllt. Dabei sei © etwa ein metri- 
scher, kompakter Raum. Ist N eine Menge des Raumes [4; M; A] und x ein gewöhn- 
licher Punkt von N, so bezeichnen wir als das (lokale) Paratingent ®) von N im Punkte x 
die Menge aller Elemente 9 des Raumes © mit folgender Eigenschaft: # ist der Limes 
einer Folge von Sekanten 9[x1,...„zi](t=1,2,...), wobei die [zi,...,xi] unab- 
hängige Punktsysteme aus N sind, welche gegen x konvergieren: im = a(j=1,...,n). 


i—> 0 
Das Paratingent von N in x ist dann und nur dann nicht leer, wenn der (lokale) 
Rang von N in x nicht kleiner als n ist, d. h. wenn jede Umgebung von x in N mindestens 


den Rang n besitzt. 


Als (globales) Paratingent einer Menge N bezeichnen wir die Vereinigung aller 
lokalen Paratingents von N. 


Beispiel eines Paratingents: Im euklidischen E, bedeute Ufx,, x3, 23], daß die 
X, Xg, %, paarweise verschieden sind; ferner sei ®[x,, %g, 23] erklärt als Kreis (evtl. Ge- 
rade) durch x,, X, x; und © als Menge der Kreise in £, von beliebigem Radius (einschließ- 
lich Radius 0 und &). In diesem Falle ist das lokale Paratingent im oben definierten 
Sinne nichts anderes als das zyklische Paratingent im Sinne von Herrn Bouligand **). 


Aus der Kontinuität des lokalen Paratingents einer zusammenhängenden Menge 
folgt die des globalen; denn®®) das lokale Paratingent im Punkte x ist ”?) eine oberhalb 
stetige Funktion von «&. 


Es erheben sich damit folgende 


Probleme: Ist für eine zusammenhängende oder lokal zusammenhängende (vgl. 
Nr. 4.3.) Menge K aus [7; M; A] ohne singuläre Punkte 1. das globale Paratingent, 


2. das lokale Paratingent in einem Punkt von K ein Kontinuum ? 


4.2. Im positiven Sinne ist das 2. Problem gelöst in folgenden Fällen: Es ist 
[H; M; A] der euklidische E„ mit einer wie üblich erklärten Abhängigkeit 
Alzy,...,%) #=1,...,k. Es ist X ein Kontinuum. Für k = 2 und beliebiges 
m = 2 ist P[x,, X] die Richtung der Verbindungsgeraden der Punkte z,, 25; fürk=3 
und m = 3 ist ®[x,, X, X] die Richtung der durch z,, X, 3 aufgespannten Ebene **). 
Dies verallgemeinert Herr Torrance (vgl. den Zusatz) für k<3, wobei K fürk=2 
lokal zusammenhängend oder ein Kontinuum, für k = 3 lokal zusammenhängend ist ?”). 
Schließlich weiß man: Das lokale Paratingent eines mehr als einen Punkt enthaltenden 
Kontinuums K (in einem metrischen Raume) ist ein Kontinuum, wenn die Abhängig- 


23) Entsprechend der von Herrn Bouligand eingeführten Begriffsbildung und Bezeichnung; vgl. z. B. G. Bouli- 
gand, Introduction & la geometrie infinitesimale directe, Paris 1932. 

24) Vgl. G. Bouligand, Sur la topologie restreinte du second ordre, Bull. Soc. Math. 60 (1932), S. 237. 

25) Vgl. z.B. H. Hahn, Reelle Funktionen, Leipzig 1932, S. 149 und 151, Nr. 21. 4. 2. 

26) Vgl. die in I., Fußnoten !) bis 5) zitierten Arbeiten von Bouligand, Mirguet, Rabate, 

27) Vgl. die in I., Fußnote ®), zitierte Arbeit, 








r 
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keit so erklärt wird: U[x,,..., 2„] ist gleichbedeutend damit, daß die r,,..., .„ sämt- 
lich verschieden sind #). 

Zusatz. Die Sätze von Torrance (kurz T.) betr. lokales Paratingent bei lokal 
zusammenhängendem Ä ordnen sich in unseren Satz (Nr. 4.3.) ein: 

I. Aus den von T. vorausgesetzten Axiomen 1 (T., S. 193) und 2 (T. S. 202) folgt, 
daß das Axiom 1 von R.L. Moore?) erfüllt ist. Hieraus und aus Axiom 2 von T. folgt 
aber leicht ®), daß die von T. als Grundraum H betrachtete Punktmenge $ ein kom- 
pakter Hausdorfischer Raum mit zweitem Abzählbarkeitsaxiom, also®!) metrisierbar ist. 

II. Durch zwei verschiedene Punkte P und 0 von $ ist genau eine „Gerade“ (,‚line‘‘) 
PO im Sinne von T. bestimmt (T., S. 195, Zeile 3 und 2 vor Remark 4). 

IIa, Die Geraden bilden einen, dem Axiom 1 von Moore genügenden (T., S. 200, 
Theorem 1), kompakten (T., S. 202, Th. 3), also metrisierbaren Raum (vgl. I.). (Die 
Topologie des Geradenraumes ist durch die von 5 bestimmt). Der Geradenraum ist 
somit insbesondere ein Zusammenhangsraum. Ferner ist PQ stetige Funktion von P 
und Q, d.h. 

Po = lim P„Qn, wenn Py -> Po On > Qu Pr #F On Po FM 


(folgt aus T., S. 199, Lemma 6). 

Ill. Drei Punkte ?, 0, R von $ heißen nichtkollinear, wenn keine Gerade existiert, 
die alle drei Punkte enthält (T., S. 196). Durch drei nicht-kollineare Punkte P, 0, R 
von S ist genau eine „Ebene“ (‚plane‘) PQR bestimmt (T., S. 196, Definition 4a und 
S. 197, Zeile 2 und 1 vor Remark Aa). 

IIIa. Die Ebenen bilden einen kompakten, metrisierbaren Rauın (T., S.201, Th. 1a; 
S.203, Th.3a) und sind stetige Funktionen von drei sie aufspannenden Punkten (T., 5.199, 
Lemma 6a). — Setzt man also fest: A[z,, 2] = (2, = X), Alt), X, 23] — (7, 2%, 73 
sind kollinear), A[x,, &g, X3, 24] — (X, Xa, X, x4 sind komplanar), ferner d[x,, 2] = Gerade 
durch x, und x, oder aber d[x,, 23, 23] = Ebene durch x,, X, X, so gelten das Hüllen- 
axiom (Nr.1.1), die Äquivalenzbedingung (Nr.2.1, sogar stärker, vgl. Nr.2. 2.1, 
Zusatz) sowie die partielle Stetigkeit von 9 (Nr.2.4), und überdies ist der d9-Raum 
Zusammenhangsraum. Wir bemerken noch, daß bei T. aus der Kompaktheit von S$ die- 
jenige des Raums der Geraden und des der Ebenen folgt (T., S. 202, Theorem 3 und S. 203, 
Theorem 3a). 

4.3. Das 2. Problem in Nr. 4. 1. besitzt eine positive Lösung jedenfalls dann, 
wenn das Kontinuum Ä lokal zusammenhängend ist, oder allgemeiner, wenn K eine 
im betrachteten Punkte x K lokal zusammenhängende Menge mit kompakter abge- 
schlossener Hülle ist; dabei heißt lokal zusammenhängend: In einer beliebigen Umge- 
bung?) U in K von x ist eine zusammenhängende Umgebung V in Ä von x enthalten. 
Es gilt nämlich, falls © ein metrischer, kompakter Raum ist, der 

Satz. Es sei N eine, zur Menge L® der singulären Punkte fremde Menge des Raumes 
[H; M; A] mit kompakter abgeschlossener Hülle. Ist dann N im Punkte x e N lokal zu- 
sammenhängend, so ist das (lokale) Paratingent von N in x ein Kontinuum. 





28) (/, Pauc, Ensemble des systemes finis de points d’un continu, Ü. R. Paris 204 (1937), 389#f. sowie €. Paue, 
Topologie des contingents et paratingents, Rend. Circolo mat. Palermo 62 (1939), 137 #f.. 

2) R.L. Moore, Foundations of point set theory, Colloquium Publications of the American Math. Society 13, 
New York 1932. 

30) Unter Benützung von Moore, a.a. 0. ®), Theorem 22, 8. 15. 

31) Vgl. z.B. Alexandroff-Hopf, a.a. 0. '), S.89, Satz VIII”. 

32) Unter einer Umgebung U in X von xeK verstehen wir eine in K offene Menge, für welche U+ {x} 
in K+{z} offen ist. 
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Beweis. Da in der Behauptung dieses Satzes nur die Punkte von N eine Rolle 
spielen, können wir, indem wir alle nicht in N enthaltenen Punkte von [H; M; A] tilgen, 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß [H; M; A]= [N;M;A] ist 
(vgl. I; Nr.3.3). 

Nun sei x ein beliebiger Punkt von N. Wir setzen N=U,; dann sei V, eine zusam- 
menhängende Umgebung von x in N; auch die im folgenden auftretenden Umgebungen 
sind immer als in N genommen zu verstehen. Wir machen die Induktionsvoraussetzung, 
daß für eine nichtnegative ganze Zahl k bereits eine zusammenhängende Umgebung V; 
von : definiert ist. Ist nun U; diejenige Umgebung von z, die aus allen Punkten mit Ab- 


ständen < (k + 1)" von x besteht, so ist U; - V; eine Umgebung von x mit einem Durch- 
ınesser < 2(k + 1)". Wegen des lokalen Zusammenhanges von N existiert eine zusammen- 
hängende Umgebung V;:ı< U; V; von x. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge 
Vi), V3,... von zusammenhängenden Umgebungen des Punktes x mit folgenden Eigen- 
schaften: erstens gilt Vr+1 < V; fürk=1,2,.. .; zweitens ist der Durchschnitt JI Vı= {r}, 
da V; einen Durchmesser < 2k”" hat und « enthält. 

Die abgeschlossene Hülle V; ist ein Kontinuum, da V; zusammenhängend und N 


kompakt ist. Also ist nach dem Satz der Nr. 3. 4, die Menge V,) aller Sekanten und 





Grenzsekanten von V; ein Kontinuum. Wegen Vz; < Vz gilt HVr41)< MVr). Also 


ist der Durchschnitt II = LKIUA ein Kontinuum. Da I V« = {x} ist und V; eine Um- 
gebung von x mit einem Durchmesser < 2k”" ist, so ist I das Paratingent von N in vr. 
Damit ist unser Satz bewiesen. 


$ 5. Anhang (Brückensatz). 


5.1. Ist R ein metrischer Raum und A eine abgeschlossene Teilmenge von #, so 
bezeichnen wir als einen Komponentenhäufungspunkt von A — A in A jeden Punkt von A, 
der Häufungspunkt einer Komponente von R—A ist (vgl. Nr. 3.3.2). 

Brückensatz. Vor. Es sei K ein metrisches Kontinuum, A eine abgeschlossene 
Teilmenge von K und E die Menge aller Komponentenhäufungspunkte von K—A ın A; 
schließlich seien G, und G, zwei fremde, abgeschlossene Teilmengen von A mit E<G, + G.. 

Beh. Die Menge K— (G, + G,) enthält eine entweder zu A fremde oder in A enthaltene, 
(, und G, verbindende Brücke, d.h. eine zusammenhängende Teilmenge Z, deren abge- 
schlossene Hülle mit G, und G, nichtleere Durchschnitte hat. 

Setzt man hierin speziell A=G, + G,, so geht der Brückensatz über in folgenden 
Satz: 

Spezieller Brückensatz ®). /m metrischen Kontinuum K seien zwei fremde, abge- 
schlossene Teilmengen G, und G, gegeben. Dann enthält die Menge K— (G, + G,) eine G, 
und G, verbindende Brücke. 

Zusatz. Eine unmittelbare Folgerung aus dem speziellen Brückensatz ist der 

Randsatz von Janiszewski. /st K ein metrisches Kontinuum und U eine in K offene, 
echte Teilmenge von K, so ist die abgeschlossene Hülle jeder Komponente von U zu K— U 
nıcht fremd. 





3) Unter Zugrundelegung seiner Axiome 0 und 1 beweist Moore (a.a.0.2®), S. 21 und 22) folgendes: T’hheorem 34: 
Sind H und K fremde abgeschlossene Teile eines (kompakten metrisierbaren) Kontinuums M, so existiert ein Teil- 
kontinuum von M, welches irreduzibel ist zwischen H und K. Theorem 37: Sind H und K fremde abgeschlossene 
Mengen und ist das Kontinuum M irreduzibel zwischen H und K, so ist M— M - (H + K) zusammenhängend. — 
Aus beiden Sätzen folgt unmittelbar der spezielle Brückensatz. 
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Ist nämlich Ä’ eine beliebige Komponente von U, so sei G, eine einpunktige Teil- 
menge von K’undG, = K— U. Nach dem speziellen Brückensatz enthält A — (G, + G,) 
eine G, und G, verbindende Brücke Z. Da Z eine zusammenhängende Teilmenge von U 
und G, eine Teilmenge von Z ist, ist Z +-G, eine zusammenhängende Teilmenge von U, 
also, da sie zu Ä’ nicht fremd ist, eine Teilmenge von K’. Mit Z ist daher auch Ä’ zu 
G,= K— U nicht fremd. i 

5. 2. Wir beginnen mit dem Beweis des speziellen Brückensatzes. 

Die Eigenschaft & einer Teilmenge von X, zusammenhängend und zu G, und 6, 
nicht fremd zu sein, kommt dem Durchschnitt einer monoton fallenden Folge abgeschlos- 
sener Teilmengen von ÄK zu, wenn jede Menge dieser Folge die Eigenschaft € hat. Also 
enthält Ä eine abgeschlossene Teilmenge 7, welche die Eigenschaft & besitzt und in bezue 
auf € irreduzibel ist; es ist also 7 ein zu G, und G, nicht fremdes Teilkontinuum von A, 
dessen echte Teilkontinua entweder zu 6, oder zu G, oder zu beiden fremd sind. 

Wir setzen Z= T— (G, +6G;) und behaupten, daß Z die verlangten Eigen- 
schaften besitzt. 

Wir zeigen erstens: Z ist zusammenhängend. Nehmen wir an, Z sei nicht zusammen- 
hängend, also Summe zweier nichtleerer, fremder, in Z abgeschlossener Teilmengen Z, 
und Z,. Wir werden hieraus die Existenz eines echten Teilkontinuums von T herleiten, 
das zuG, und G, nicht fremd ist, im Widerspruch zur Definition von 7. Zu diesem Zweck 
bezeichnen wir für jede natürliche Zahl n mit U„ bzw. V„ die Menge aller Punkte von Ä, 
die von G, bzw. G, Abstände < n-! haben. Bei hinreichend großem n, sind für allen Zn, 
die in Ä offenen Mengen U, und V,„ fremd und die kompakten Mengen Z, — (U, + V,„) 
und Z,— (U„-+ V„) nicht leer. Für n > n, sei weiter d,„ eine so kleine positive Zahl, 
daß 2d, kleiner ist als n-! und als der (positive) Abstand der Mengen Z, — (U, + V,) 
und Z,— (U„-+ V„) voneinander. Nun enthält das Kontinuum T eine d,-Kette $, 
(d. h. eine endliche geordnete Menge von Punkten, von denen je zwei aufeinander folgende 
einen Abstand < d, haben), deren erster bzw. letzter Punkt in G, bzw. G, enthalten ist. 
Diese Kette S, enthält eine d,-Kette 7,, die nur aus Punkten von T — (U, -+- V,„) be- 
steht, deren erster bzw. letzter von U„ bzw. V„ einen Abstand < d, besitzt; eine solche 
Kette 7, wird z. B. gebildet von denjenigen Punkten von S,„, welche dem letzten in U, 
enthaltenen Punkt P von S, folgen und dem ersten auf ? folgenden, in V, enthaltenen 
Punkt von $, vorangehen. Da der Abstand je zweier aufeinander folgender Punkte von 7", 


kleiner ist als d„ und d, kleiner ist als der Abstand der Mengen Z, — (U, -- V,„) und 


entweder in Z,— (U„+V,„) oder in Z,— (U„-+V„) enthalten. Also enthält 4) die Mengen- 
folge T,, T,,... eine konvergente Teilfolge Ta: Tg» ..., deren Limes wir mit 7’ be- 
zeichnen, wobei jedes 7 n, etwa in Z, — (U,, “u V„,) enthalten ist und n; > k gilt. Setzen 
wir T,, = Ta, Un, = Ur und V„, = Vi, so gilt wegen d„ < n-! folgendes: a) U; bzw. 
V; ist eine Umgebung von G, bzw. G,, bestehend aus Punkten, die von G, bzw. G, Ab- 
stände < k”" haben; b) T;. ist eine k'-Kette< T; ec) T/. hat von U; und V; Abstände 
<kT"; d) es gilt 77 <Z,— (Ui + Vi); e) die Folge TI, T},... ist konvergent; ihr 


Limes ist 7’. Wegen b) ist 7’ ein Teilkontinuum von 7. Wegen d) und der Abgeschlossen - 
heit von Z, — (UL + Vi) gilt ’’— (UL + Vi) <Z, — (UL + Vi) für jedes k=1,2,.... 





34) Vel. z. B. Alexandroff-Hopf, a. a. O. !?), S. 118. 
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Hieraus folgt, da wegen a) gilt nö: —=G, und Av: —=G, daß T— (GR, +G,)<Z,, 
also 7’ eine echte Teilmenge von 7 ist. Schließlich folgt aus a) und ce), daß 7’ mit G, 
und G, nichtleere Durchschnitte hat. Also ist 7’ ein echtes, zu G, und G, nicht fremdes 
Teilkontinuum von T, im Widerspruch zur Definition von T. 

Wir beweisen zweitens: Z hat mit G, und G, nichtleere Durchschnitte. Hierzu genügt 
es, zu zeigen, daß Z = T ist. Da 7 ein zuG, und G, nicht fremdes Kontinuum ist, enthält 
T eine n-!-Kette T',, deren erster bzw. letzter Punkt von G, bzw. G, einen Abstand < n-! 
hat und deren sämtliche PunkteinZ = T— (G, + G,) enthalten sind. Es sei Tay T a5; a; 
eine konvergente Teilfolge der Folge 7',, 73,.... Dann ist der Limes 7’ dieser Folge ein 
Teilkontinuum von Z und 7, das zu G, und G, nicht fremd ist. Wegen der Irreduzibilität 
von T bzgl. & folgt hieraus 7’= T und hieraus wegen T’<Z< T die behauptete Glei- 
chung Z=T. 

5.3. Beweis des Brückensatzes. Es sei F; die Summe aller zu G; nicht fremden 
Komponenten von A (i=1,2). 

Erstens ist F; in K abgeschlossen (i = 1,2). Zeigen wir dies etwa füri=1. Es 
genügt zu beweisen: Ist der Punkt ?P von K—G, Limes einer Folge von Punkten 
P', P?,... aus FR —G, so gilt PeF,. Es sei A’ die den Punkt P enthaltende (zu G, 
nichtfremde) Komponente von A. Indem wir zu einer konvergenten Teilfolge übergehen®%), 
können wir die Folge der Mengen A', A?,... sofort als konvergent annehmen. Der 
Limes A’ dieser Folge ist ein zu G, nicht fremdes Kontinuum < A, da jedes A’ ein zu G, 
nicht fremdes Kontinuum < A ist. Also ist A’ in einer zu A nicht fremden Komponente 
von A enthalten und also eine Teilmenge von F,. Da P in A’ enthalten ist, gilt also 
P=fF,. 

Zweitens gilt A=F,-+ F,. Nach Definition der F; gilt zunächst FA, + F,<A. 
Nehmen wir nun an, es gelte nicht auch A<F, + F,. Dann existiert also eine Kompo- 
nente B von A, die zu G, und G, fremd ist. Die kompakten Mengen B und G, +6; 
‘ haben daher einen positiven Abstand voneinander. Mithin existiert eine (in Ä) offene 
Teilmenge U von K, welche B enthält und von G, + G, einen positiven Abstand hat. 
Nach dem speziellen Brückensatz, angewandt auf Bund K—U statt G, und G,, enthält 
die Menge K— (B-+(K— ÜU)) = U—B eine zusammenhängende Menge Y mit 
Y-B=0und Y-(K—U)=+0. Einerseits ist Y in A enthalten. Andernfalls nämlich 
würde, da das Kontinuum Y zu B, also zu A nicht fremd ist, die abgeschlossene Hülle 
jeder Komponente von Y— A mit A einen nichtleeren Durchschnitt haben. Dieser 
Durchschnitt würde aber aus lauter Komponentenhäufungspunkten von K—A in A 
bestehen, also eine Teilmenge von E<G, +, sein, im Widerspruch dazu, daß Y<U 
gilt und U zuG, + G, fremd ist. Andrerseits folgt aus Y < A ein Widerspruch. Denn mit 
Y und B ist wegen Y- B+0 auch Y + B zusammenhängend und, da B< U, hingegen 
nicht Y< U gilt, Y + B eine echte Obermenge von B. Wäre also Y<A, so wäre B 
keine Komponente von A. — Mithin gilt A<F, + F, 

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: F, und F, sind fremd zueinander oder nicht. 

1. Fall: F, und F, sind fremd zueinander. Nach dem speziellen Brückensatz ent- 
hält X—(F,+F,)= K—A<K— (G, +G,) eine zusammenhängende Menge Z, 
deren abgeschlossene Hülle Z mit F, und F, nichtleere Durchschnitte D, bzw. D, hat. 
Wegen Z< K— A ist jeder Punkt von D, + D, ein Komponentenhäufungspunkt von 
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K—A in A, also D, + D, eine Teilmenge von E. Wegen E<G, +6, folgt hieraus 
D,+Dz<Gı +6, Da aber F, und F, fremd zueinander sind, da ferner G,<F,, 
G,<Fy,Dı<F, und D,<F, gilt, so ergibt sich D,<G, und D,<G,, d.h. die abge- 
schlossene Hülle von Z ist zu G, und G, nicht fremd. Zugleich ist Z fremd zu A. 


2. Fall: F, und F, sind nicht fremd zueinander. Nach Definition von F, und F, 
existiert also eine zu G, und G, nicht fremde Komponente A’ von A. Nach dem speziellen 
Brückensatz, angewandt auf A’, A’G, A’G, statt K,G,,G,, enthält die Menge 
A'’— (G, + G,) eine zusammenhängende Teilmenge Z, deren abgeschlossene Hülle zu 
G, und G, nicht fremd ist. Wegen A’< A ist Zin A enthalten. 


$ 6. Verallgemeinerungen. 


6.1. In Nr. 3.3.2 haben wir festgestellt, daß für den Beweis des Satzes Nr. 3.2.1 und 
damit auch des Satzes Nr. 3.2 die Voraussetzungen über den ganzen Raum [H; T; A] 
nicht benötigt werden, daß es vielmehr genügt, sich auf Ä als Raum zu beschränken. 
Die genannten beiden Sätze bleiben also richtig, wenn man nur folgendes voraussetzt: 
Kbzw K=K,-+:::+ KK, sind metrisierbare, kompakte Abhängigkeitsräume; 
K bzw. jedes X, ist zusammenhängend; jedem unabhängigen Punkt-n-Tupel [x,, . . ., x] 
aus Ä ist ein Element # eines Zusammenhangsraumes © als Sekante eindeutig und 
partiell stetig zugeordnet. 


6.2. Die Metrisierbarkeit und Kompaktheit von Ä sind im Beweis der Sätze nur 
insofern benutzt worden, als wir mehrfach den Randsatz von Janiszewski und einmal 
den Brückensatz für X, und A, :Z7 angewandt haben. Im übrigen wurde in Ge- 
stalt der Anwendung der Paragraphen 1 und 2 nur benutzt, daß K ein topologischer 
Abhängigkeitsraum ist. Infolgedessen bleiben die Sätze Nr. 3.2 und Nr. 3.2.1 auch richtig 
unter folgenden Voraussetzungen: K bzw. K= K,+::--+ K,„ sind topologische Ab- 
hängigkeitsräume; K bzw. XK, (vr =1,...,n) ist zusammenhängend; ist Z eine beliebige 
A-Mannigfaltigkeit vom Range n—1 bzw. L=Lf[a,...,a,], so gilt für X bzw. 
K, statt X und die (abgeschlossene) Teilmenge A = L von Kbzw. A=L-K, von K, 
der Brückensatz (Nr. 5.1); jedem unabhängigen Punktsystem [&,,...,2%„] aus Ä ist 


ein Element eines Zusammenhangsraumes ® als eindeutige und partiell stetige Sekante 
zugeordnet (Nr. 2.1 und Nr. 2.4). 


Eingegangen 8. Mai 1939. 


Bemerkung bei der Korrektur. 

Zu der vorangehenden Arbeit ‚‚Über Abhängigkeitsräume‘‘ (dieses Journal 181) teilt Herr B. L. van der 
Waerden freundlicherweise die Antwort auf zwei, dort (Nr. 3. 2., Zusatz (S. 201)) erwähnte, aber offen gelassene 
Fragen mit. Die 1. Frage ist zu verneinen, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei H = {z,, 23, 73, 24}, n= 2 und 
es gelte Axiom (K) sowie Alz,, 23], Alzı, 23], Ulzı, z,], Y[zs, x]. Dann ist (1.2.1.2.) erfüllt. Will man 
jetzt A[x] bzw. U[x] so erklären, daß Axiom (T) gilt, so muß Ufx,] gesetzt werden (wegen U[x,, z,]). Soll 
ferner Axiom (A) gelten, so folgt aus U[x,], A[zı, 22], Alzı, 23], daß A[x,, 23] entgegen der Voraussetzung 
Ulx,, 23]. — Die 2. Frage ist zu bejahen. Man braucht nämlich nur die Punkte x = (?,, 2), 23) der Ebene 
(homogene Koordinaten) abzubilden auf die Punkte X = (aB, zB %,...,25) eines geeigneten projektiven 


Raumes und A[z’,2”,...] zu setzen, wenn die Bildpunkte X’, X”,... linear abhängig sind. — 
(Eingegangen 23. März 1940.) 
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Über ein räumliches Analogon des Sehnenvierecks. 


Von Eugen Egervary in Budapest. 


Unter den von J. Steiner ohne Beweis veröffentlichten zahlreichen Sätzen befinden 
sich die beiden folgenden !): 

Satz S. „Schneiden sich die drei Diagonalen eines Polyeders von oktaedrischer Form 
in einem Punkte D und unter rechten Winkeln, so liegen die Fußpunkte der aus jenem 
Punkte D auf die Seitenflächen gefällten Perpendikel allemal alle acht in irgendeiner 
Kugelfläche.“ 

Satz S’. „Schneiden sich die Diagonalen eines Vierecks rechtwinklig, so liegen die 
Fußpunkte der aus ihrem Schnittpunkte D auf die vier Seiten gefällten Perpendikel in einem 
Kreise.“ 

Die ım Satze S auftretenden, auf einer Kugel liegenden acht Punkte bilden ein 
Sechsflach mit Diagonalschnittpunkt, und in der Nebeneinanderstellung der beiden 
Sätze S und 5’ dürfte man eine Andeutung dafür erblicken, daß dieses Sehnensechsflach 
mit Diagonalschnittpunkt als ein räumliches Analogon des Sehnenvierecks zu betrachten ist. 





1) J. Steiner, Geometrische Lehrsätze und Aufgaben, dieses Journal 31 (1846), S. 90—92 = Ges. Werke 2, 
S. 357—858. Konstruiert man die sechs Kugeln, die die Verbindungsstrecken der Oktaederecken mit dem Diagonal- 
schnittpunkt zum Durchmesser haben, so sind die acht Schnittpunkte von je drei dieser Kugeln die Fußpunkte der im 
Satze S erwähnten Perpendikel. Die sechs Kugeln gehen bei einer Inversion in bezug auf eine Kugel um den Diagonal- 
schnittpunkt in ein rechtwinkliges Parallelepiped über, woraus auf Grund von bekannten Eigenschaften der Inversion 
die Steinersche Behauptung unmittelbar folgt. 





n 
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In der vorliegenden Arbeit wollen wir zeigen, daß das Sehnensechsflach mit Diagonal- 
schnittpunkt eine weitgehende Analogie zum Sehnenviereck aufweist, und daß insbesondere 
zwischen seinen Kanten und Diagonalen eine Beziehung besteht, die als Gegenstück zum 
Ptolemäischen Satze anzusehen ist. | 

Wir stellen im folgenden die wesentlichsten Eigenschaften dieses Polyeders [parallel 
mit denjenigen des Sehnenvierecks] zusammen: 

Satz A. Wird ein stumpfeckiges [-winkliges] orthozentrisches Tetraeder AyA,A>. 
[Dreieck A,A,As] mit den Kanten|[ Seiten ]-Längen 

AA; u Vh+ 4, ho <0; 2, A, 4 >0; ,7=0,1,2,3; 1 # J 
als Grundtetraeder [-dreieck] eines baryzentrischen Koordinatensystems (pgPıPaPs) gewählt, 
so bilden je acht [vier] Punkte 

(1) P(poPıPaPp3), Pılpo — PıPaP3), Palpopı — PaP3), Ps(PoPıPa — P3), 

P123(Po — Pı— Pa — Pa), Pas(PoPı — Pa — Pa), PzılPo — PıPa — Pa), Pız(Po —Pı — PaP3), 
deren Koordinaten sich nur durch die Vorzeichen unterscheiden und die Gleichung 


” F 4 n N ” 2 RP ” 2 ala 
(2) AP tr MPir AP Tr AP = 0 


1; 


befriedigen, ein Sehnensechsflach mit Diagonalschnittpunkt [Sehnenviereck], welches das 
Koordinatentetraeder AyA,A3zAz [-dreieck A,A,A,] zum Diagonaltetraeder [-dreieck] hat 
und seiner Polarkugel [Polarkreis] einbeschrieben ist. 

Die in dem genannten Sechsflach [Viereck] enthaltenen Strecken (Kanten, Seiten 
und Diagonalen) lassen sich durch die Größen },, p, symmetrisch in der Form 





3 
, ER | | 
r nmr2 c 5 AP; P; ’ Z 
(3) pP pP -— — 2 3 g > , P D) P 2 P, Pas Po, 0. Ps; 
y' p! (Zi 
pP . . 
i=0  ® Pi 


ausdrücken. [Läßt man ın (1), (2) und (3) alle Größen mit dem Index 3 fort, so er- 
hält man die entsprechenden Relationen für das Sehnenviereck.] 
Durchlaufen die Größen 7, p, alle mit der Gleichung (2) verträglichen reellen 


Wertsysteme, so erhält man die Gesamtheit der Sehnensechsflache mit Diagonalschnitt- 
punkt [Sehnenvierecke]; die Parameter 7,, p, sind also als symmetrische Bestimmungs- 


stücke eines Sehnensechsflachs mit Diagonalschnittpunkt [Sehnenvierecks] verwendbar. 
Die Elimination der Parameter 2,, p, aus den Gleichungen (2) und (3) ergibt folgen- 


des räumliche Analogon zum Ptolemäischen Satze [den Ptolemäischen Satz]: 


Satz B. In einem Sehnensechsflach mit Diagonalschnittpunkt ıst die Quadratsumme 
der geometrischen Mittel homologer Kantenquadrupel gleich dem Quadrate der geometrischen 
Mütel der Körperdiagonalen. 

Die Ableitung dieser Ergebnisse geschieht durch Anwendung geeigneter baryzentri- 
scher Koordinatensysteme. Besonders wesentlich für die Anwendbarkeit dieser Methode 
ist die Erkenntnis, daß einerseits das Diagonaltetraeder eines Sehnensechsflachs mit 
Diagonalschnittpunkt orthozentrisch ist und andererseits ein räumliches baryzentrisches 
Koordinatensystem mit orthozentrischem Grundtetraeder Eigenschaften aufweist, die 
dem ebenen baryzentrischen Koordinatensystem vollkommen analog sind. 

Die Abschnitte I und II enthalten einige vorbereitende Bemerkungen über das 
orthozentrische Tetraeder bzw. über das Sehnenviereck. Abschnitt III ist der Diskussion 
des Sehnensechsflachs mit Diagonalschnittpunkt gewidmet. Im Abschnitt IV werden 
die gewonnenen Ergebnisse als Schließungssätze gedeutet. 

Methode und Ergebnisse der vorliegenden Arbeit lassen sich ohne Schwierigkeit 


auf einen Raum von beliebiger Dimensionszahl übertragen. 
16* 
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I. 


Die im folgenden in Betracht kommenden Eigenschaften eines orthozentrischen 
Tetraeders, sowie des darauf bezogenen baryzentrischen Koordinatensystems lassen sich 
am einfachsten aus folgendem Satze herleiten: 


Satz (. Das Quadrat der Entfernung eines Punktepaares P(pgPıPaP3), Q(40919293), 
als Funktion der durch die Bedingung Zp, = 2q, = 1 normierten baryzentrischen Koordi- 


naten, ist dann und nur dann eine Quadratsumme 


(4) PO? = Alp — 90)" + Aulpı — N)° + Aglpa — 92)" + Aslps — 93)° 
der Koordinatendifjerenzen, wenn das Koordinatentetraeder orthozentrisch ist ?). 

Bei einem orthozentrischen Tetraeder bestehen zwischen den sechs Bestimmungs- 
stücken eines allgemeinen Tetraeders zwei Bedingungsgleichungen ?). Demgemäß ıst es 
zunächst erwünscht, ein orthozentrisches Tetraeder durch vier unabhängige, symmetrische 
Parameter zu bestimmen. Als solche lassen sich vorteilhaft die in der Distanzformel (4) 
auftretenden Koeffizienten /; verwenden, die eine einfache geometrische Bedeutung 
haben. 

Durch Anwendung der Distanzformel (4) auf zwei Ecken des orthozentrischen 
Koordinatentetraeders A,A,A,A;, erhält man den Ausdruck der Kanten A;A; durch die 
Parameter 7; ın der Form 


(5) A;A = ki + hi; I = 0, ® 2, 3; ı =# J- 
Hieraus folgt auf Grund des Kosinussatzes: 
(6) 4 = As; 444,008 A;A;Ar; ink=0,1,2,3. 


/; ist also gleich dem gemeinsamen Werte der inneren Produkte derjenigen Kantenpaare, 
welche ın A, zusammenstoßen®). 


?) Das Quadrat der Entfernung wird als Funktion der normierten baryzentrischen Koordinaten gegeben durch 


| — 3 83 3 3 
©) PQ?= 2 20,7) 4) 9-4) zZ = 234=1, 
i=0j=0 i=0 i=0 


wo r, den von einem beliebigen Raumpunkte nach A, gezogenen Vektor und (r;; r;) das innere Produkt von r, und r; 


bedeutet. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die quadratische Form (*) sich infolge der Identität 
3 


(pP; — q,) = 0 auf die Quadratsumme (4) reduziert, besteht in der Existenz eines Punktes A,, in bezug auf den 
i=0 


(4,A;; A, 4,) für alle Paare i + j denselben Wert hat. Dann ist aber 
(4,454,4,)=0, 


ud; 





d.h. A, ist das Orthozentrum von A, A, A, A,. Nach diesem Satze kommt den orthozentrischen Koordinatentetraedern 
dieselbe Ausnahmestellung zu wie den orthogonalen Achsentripeln. 

®) Für die Existenz des Orthozentrums ist es z. B. notwendig und hinreichend, daß die drei Abstände der 
Gegenkantenmitten einander gleich sind. Siehe M. Zacharias, Enzyklopädie d. Math, Wiss. III A B9, Elementargeo- 
metrie, S. 1061—1062. 

*#) Die Parameter A; haben — außer den im Texte angegebenen — noch folgende charakteristische Eigen- 
schaften: 1.) A, ist gleich der Potenz der Ecke A; in bezug auf die Polarkugelvon A,A,4,A,;. 2.) diereziproken Werte : ; 
sind den baryzentrischen Koordinaten des Orthozentrums A, proportional. 3.) Wird die Kotangente der Tetraeder- 

| — sin? A; 
ecke A; durch LE definiert, wo sin A; den v. Staudtschen Eckensinus von A; bedeutet und die Quadrat- 
ı 


wurzel bei einer spitzen bzw. stumpfen Ecke positiv bzw. negativ zu nehmen ist, so ist 4; = 7 etg A; (V = Volumen 


des Tetraeders, d= gemeinsamer Abstand der (Gegenkantenmitten).. Zwischen den Kotangenten der Ecken 
besteht die Gleichung: 


etg A, + etg A, + ctg A, + ctg A, 
= ctg A,ctg Ayetg A, + tg A, ctg A, ctg A, + etg A, ctg A, tg A, + etg A, etg A,ctg A;. 


vi 


h 
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Eine Ecke A; des orthozentrischen Tetraeders hat nach (6) lauter spitze [rechte] 
bzw. stumpfe Kantenwinkel, je nachdem 7}; > 0 [= 0] bzw. < 0 ist. 

Da bei einem reellen, eigentlichen Tetraeder nach Gleichung (5) höchstens einer 
von den Parametern 4; negativ sein [oder verschwinden] kann, so kann in einem ortho- 
zentrischen Tetraeder höchstens eine stumpfe [rechte] Ecke vorkommen. 

Die Gleichung der Kugel, deren Mittelpunkt A, die normierten baryzentrischen 
Koordinaten 


2 Jg r By u is u 4, 1 1 1 1 Bu 
Po = z Bude 7, Es Su 1,’ Aue i,’ E + 7, ++ 7, + E =V 


hat, und deren Halbmesser A durch 


1.1 1,4 
= +++ 


Eu 
gegeben ıst, ergibt sich aus (4) unmittelbar in folgender Form: 
(2) 4,P2 + A,P2 + ),P2 +4,p= 


Die genannte Kugel ist also die Polarkugel des orthozentrischen Tetraeders und 
ist offenbar nur dann reell, wenn einer von den Parametern 7, negativ, wenn also das 
orthozentrische Tetraeder stumpfeckig ist 5). 

Liegen die zwei Punkte P’und P’” auf der Polarkugel, so ergibt sich ®) für ihre Ent- 
fernung aus (2) und (4) der folgende Ausdruck in nichtnormierten baryzentrischen Ko- 
ordinaten: 


(3) P'P®_ _2- 


3 





Die für ein ebenes baryzentrisches Koordinatensystem geltenden Beziehungen und 
Formeln ergeben sich aus den vorhergehenden unmittelbar, wenn p; = 9; = 0 gesetzt 
wird. . 


11. 


Es gıbt je vier Punkte, deren baryzentrische Koordinaten sich nur durch die Vor- 
zeichen unterscheiden, die Punkte 


P(poPıP2), Pılpo — PıPa), Palpopı — Pa)» Pız(Po — Pı — Pa): 
Sie bilden ein vollständiges Viereck, dessen Diagonaldreieck mit dem Koordinatendreieck 
identisch ist ?). Wenn umgekehrt ein Viereck auf sein Diagonaldreieck bezogen wird, 
so unterscheiden sich die Koordinaten seiner Ecken nur durch die Vorzeichen. 


Ist nun PP, P,P,, ein Sehnenviereck, so ist sein Umkreis der Polarkreis des Diagonal- 
dreiecks A,A,A,®), die Koordinaten p,, + P1, + Pa befriedigen also die Gleichung 


5) Im folgenden nehmen wir immer 7, <0 an. Mit Rücksicht auf (2) und (2*) ist dann , durch die Un- 
gleichungen 
1 


»<0in 


1 1 1 
+ E + = + L <0 
eingeschränkt. 
*) Sind die baryzentrischen Koordinaten nicht normiert, so ist offenbar nach (4) 
Po zn „hr ht 
Sp” 22,24, (24) 
und nach Gleichung (2) verschwindet hier das erste und das letzte Glied, falls P und Q auf der Polarkugel liegen. 
?) Siehe G. Berkhan-W. Fr. Meyer, Enzykl. d. Math. Wiss. III A B 10, Neuere Dreiecksgeometrie, S. 1196. 
8) Das Diagonaldreieck eines einem Kegelschnitte einbeschriebenen vollständigen Vierecks ist stets ein Pol- 
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(2') 4,p5 + A,p? + A,p2 = 0 


des Polarkreises (wo 4; das innere Produkt der Seiten A;A;, A;A, bedeutet). Da bei 
reellem Polarkreis die Koeffizienten A; nach (2’) nicht alle positiv sein können, so erkennt 


man hieraus gleichzeitig, daß ein Sehnenviereck immer ein stumpfwinkliges Diagonal- 
dreieck besitzt. 


Ein Sehnenviereck kann also in bezug auf sein Diagonaldreieck durch die Eigenschaft 
charakterisiert werden, daß dıe Koordinaten seiner Ecken sich nur durch die Vorzeichen 
unterscheiden und die Gleichung (2’) befriedigen. Hieraus ergibt sich zunächst der be- 
kannte Satz ®): 

Satz D’. Wenn die drei Größen po Pı, Pa bei festem Grunddreieck A,A, As alle reellen, 
mit der Gleichung (2) verträglichen Wertsysteme durchlaufen, so erhält man oo! Vierecke, 
die AuA],As zum Diagonaldreieck haben und seinem Polarkreis einbeschrieben sind. 

Wenn aber die sechs Größen py Pi Pas A 1 2 alle reellen, mit (27) verträglichen 
Wertsysteme durchlaufen, so erhält man offenbar die Gesamtheit der o0% Sehnenvierecke; 


die Größen Ag, Ap Ay» Po Pı, Paz können demnach als symmetrische Parameter zur Be- 
stimmung der Sehnenvierecke verwendet werden. 





Mit Benutzung der Distanzformel (3) kann man die Seiten und Diagonalen des 
Sehnenvierecks PP,P,P,, folgendermaßen durch die Parameter 4, p, ausdrücken: 








BVZ, pp, _Vhm, pp, _Vhp: 

Vss12 Vss, Vss. 

(7) PP, = (at, DaB = ab, PP = ab 

u 212 1°12 

| BE Po + z u P2 s=s—P s;= —— nn n,) } 

Aus den Gleichungen (2), (7’) folgt: 
eg es vn ),Pp2 + 4,p? + 4,p? 

— PPg2' PıPz + PP): P,Pa + PP,- P Pa =- ci Bee. Mei FR 
Vss182S12 


Der Ptolemäische Satz erscheint also in unserer Darstellung als eine unmittelbare 
Folge der Umkreisgleichung ?). 


111. 
Sind die vier Körperdiagonalen eines Sechsflachs inzident, so treffen sich auch die 


drei homologen !%) Quadrupel von Kanten des Sechsflachs in je einem Punkte. Wird das 
Sechsflach auf sein durch jene vier Inzidenzpunkte A,A,A,A, gebildetes Diagonal- 
tetraeder als Koordinatentetraeder bezogen, so unterscheiden sich die entsprechenden 





dreieck des Kegelschnittes. Es gibt immer oo! einem Kegelschnitte einbeschriebene Vierecke, die ein gegebenes Pol- 
dreieck des Kegelabschnittes als Diagonaldreieck besitzen. S. Heffter-Köhler, Lehrbuch d. Anal. Geometrie1 (1927), 
5. 306— 307. 

®) Die zweite Relation, welche zwischen den Strecken eines vollständigen Sehnenvierecks besteht, wird er- 
halten, wenn man die Produkte der Seiten seiner Teildreiecke mit zyklisch abwechselnden Vorzeichen addiert. Man 
findet mit Rücksicht auf die Gleichungen (7) 


PP,- P,Pıa' PaP— PıPıs‘ PıaPı' PsPı + PaP, PP-PP„— PP-PP,-P,P,= 
V— Aghy 3aPoPıPa (5, 








544 —3g)=. 


58189812 
10) Homolog sind vier Kanten, wenn sie die Ecken von zwei Gegenseiten des Sechsflachs verbinden. 
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aufeinander, woraus die Existenz des Orthozentrums unmittelbar folgt. 
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baryzentrischen Koordinaten seiner Ecken nur durch die Vorzeichen. Umgekehrt, je acht 
Punkte 


Po(PoPıPaP3); Pılpo — PıPaPs), Palpopı — PaP3), Pa(PpoPıPa — P3) ; 
Piss(Po — Pı — Pa — Pa), Pas(PoPı — Pa— Pa), PzılPo— PıPa— Ps), Pıa(Po—Pı— PaP3) » 
deren entsprechende Koordinaten sich nur durch die Vorzeichen unterscheiden, bestimmen 
ein Sechsflach mit Diagonalschnittpunkt, dessen Diagonaltetraeder mit dem Koordinaten- 
tetraeder identisch ist. 

Ist nun das Sechsflach mit Diagonalschnittpunkt ein Sehnensechsflach, d. h. einer 
Kugel einbeschrieben, so ist seine Umkugel die Polarkugel seines Diagonaltetraeders 
AgAıAgAs. Das Diagonaltetraeder eines Sehnensechsflachs mit Diagonalschnittpunkt 
ist also 1!) orthozentrisch und kann nach I durch die vier symmetrischen Parameter 7; 
bestimmt werden. Dabei ist }; der gemeinsame Wert der inneren Produkte der in A; zu- 
sammenstoßenden Kantenpaare. Die Koordinaten py, + Pı; + Pa, + Pa der Ecken be- 
friedigen also die Gleichung 

(2) A,p2 + A,p2 + A,p2 + 4,p3 = 0 


der Polarkugel. 

Da bei reellen Koordinaten die /; nach (2) nicht alle positiv sein können, so erkennt 
man hieraus gleichzeitig, daß das orthozentrische Diagonaltetraeder eines Sehnensechs- 
flachs immer stumpfeckig ist. 

Nach dem Vorhergehenden kann ein Sehnensechsflach mit Diagonalschnittpunkt 
in bezug auf sein Diagonaltetraeder durch die Eigenschaft charakterisiert werden, daß die 
Koordinaten seiner Ecken sich nur durch die Vorzeichen unterscheiden und die Glei- 
chung (2) befriedigen. Hieraus ergibt sich zunächst der folgende, zu D’ analoge Satz: 


Satz D. Wenn py Pıs Pa, Ps bei festem orthozentrischen Grundtetraeder A,A,AsA; 
alle reellen, mit der Gleichung (2) verträglichen Wertsysteme durchlaufen, so erhält man 
oo* Sechsflache mit Diagonalschnittpunkt, die AyA)AszA; zum Diagonaltetraeder haben 
und seiner Polarkugel einbeschrieben sind. 

Wenn aber die acht Größen },, A], Ag Az, Po Pıs Pa, Pa alle reellen, mit (2) verträg- 
lichen Wertsysteme durchlaufen, so erhält man offenbar die Gesamtheit der 0% Sehnen- 
sechsflache mit Diagonalschnittpunkt; die Größen A,p, können demnach als sym- 


metrische Parameter zur Bestimmung jener Sehnensechsflache verwendet werden. 


Mit Benutzung der Distanzformel (3) kann man die Kanten und Körperdiagonalen 
des Sehnensechsflachs mit Diagonalschnittpunkt folgendermaßen durch die Parameter 
},, p, ausdrücken: 























PP = ie AP pp, Yaıpı ‚PB, = VAp: PP, = Vsps 
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11) Die Gegenkanten des Diagonaltetraeders sind in bezug auf seine Polarkugel konjugiert, stehen also senkrecht 









































198 Egerväry, Über ein räumliches Analogon des Sehmenvierecks. : 
Aus den Gleichungen (2) und (7) folgt: = 
N a Palin Pa Para + V PP: Poßig: Pain: PoPa 4 

VW PPy- P,Pjg: PaPaa Ps Pıos + VPP,: P,Pıs: PaPas* Pıa Pıs 
ApE+ Api+ ApE+ AR _ 5 “N 





a, 


+ 
V 5515283823531 8125123 
Man erhält auf diese Weise folgendes dreidimensionales Analogon des Ptolemäischen 
Satzes: 
Satz B. Wenn ein Sechsflach mit Diagonalschnittpunkt einer Kugel einbeschrieben ist, 
so ıst die Quadratsumme der geometrischen Mittel homologer Kantenguadrupel gleich dem 
Quadrate des geometrischen Mittels der Körperdiagonalen '2). 


IV. 
Der Satz D’ läßt folgende Deutung zu: 


Ist ein Kreis und ein Dreieck gegeben, so existiert im allgemeinen kein Viereck, das 
dem Kreise einbeschrieben ist und das Dreieck zum Diagonaldreieck hat. Wenn aber ein 
Viereck von dieser Beschaffenheit existiert, so existieren oo! solche Vierecke, und es ist der 
Kreis zum Dreieck konjugiert. 

Dieser Schließungssatz ist offenbar ein Spezialfall eines bekannten Ponceletschen 
Schließungssatzes, wenn man den Umkreis als Umkegelschnitt, irgendein Eckpunktepaar 
des Diagonaldreiecks als Inkegelschnitt des Sehnenvierecks deutet. 


Der Satz D liefert zu dem eben genannten Schließungssatze ein dreidimensionales 
Analogon: 


Ist eine Kugel und ein Tetraeder gegeben, so existiert im allgemeinen kein Sechsflach, 
das der Kugel einbeschrieben ist und das Tetraeder zum Diagonaltetraeder hat. Wenn aber 
ein Sechsflach von dieser Beschaffenheit existiert, so gibt es oo? solche Sechsflache, und es ist 
die Kugel zum Tetraeder konjugiert. 


ı2) Läßt man irgendeine Strecke (Kante, Körperdiagonale) und die mit ihr inzidenten neun Strecken eines 
Sehnensechsflachs mit Diagonalschnittpunkt fort, so hat das zurückbleibende Sechseck die auf Grund der Gleichungen 
(7) evidente Eigenschaft: Das Produkt von drei nicht zusammenstoßenden Strecken ist dem Produkte der drei 
übrigen gleich. 





-- 


Eingegangen 31. Mai 1939. 





